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在 关于 “ 教 数学 同时 要 教 证 明 方法 ”的 文章 中 , 作者 写 道 : 
“不 能 用 一 种 容易 理解 的 方式 教授 证 明 , 已 在 数学 各 科 的 教学 
中 使 学 生 和 教师 感到 困扰 ”。 所 有 具有 数学 教学 经 验 的 人 和 
大 多 数 具有 学 习 经 验 的 人 痢 承 认 ， 要 正确 和 完整 地 弄 懂 数 学 
证 明 , 对 学 生来 说 困难 太 大 了 ，， 许多 学 生 往 往 采用 回避 的 办 
法 来 艇 开 这 个 困难 -一 -依赖 没有 证 明 题 的 考试 ， 这 种 考试 是 
学 生 和 教师 之 间 的 一 种 默契 ， 虽 然 它 使 师 生 双方 都 可 以 避免 
某 些 由 于 学 生 不 精通 证 明 而 造成 的 不 愉快 后 果 ， 但 它 改变 不 
了 这 样 的 事实 ; 证 明 是 数学 中 的 一 个 重要 的 组 成 部 分 , 也 是 数 
学 的 最 大 特征 ,而 它 却 没有 列 入 学 生 的 训练 计划 之 中 ， 

索 罗 (8olow) 博 士 认为 , 将 证 明 系统 化 可 以 教会 学 生理 解 
证 明 的 本 质 ， 在 这 本 小 六 子 中 , 他 用 丰富 的 图 表 和 例子 表明 
他 的 看 法 是 令 人 信服 的 .我 以 为 ,他 的 看 法 值得 重视 和 研究 ， 
更 值得 进行 实验 ， 他 的 主要 目的 之 一 是 教学 生 怎样 阅读 教科 
书 中 出 现 的 证 明 当然 , 这 些 证 明 并 没有 以 系统 化 了 的 方式 
出 现在 教科 书 中 ， 因 此, 尤其 值得 注意 的 是 一 一 特别 在 两 个 
附录 中 一 一 他 教 读 者 怎样 从 简略 叙述 的 证 明 中 认识 数学 论证 

与 传统 算法 在 初等 算术 中 的 作用 进行 类 比 是 恰当 的 ， 重 
要 的 是 要 求 精通 它们 ,理解 为 什么 它们 这 样 迁 行 ,对 什么 样 的 
问题 它们 有 效 和 能 被 应 用 ， 人 们 已 经 了 解 了 所 有 这 一 切 , 所 
以 会 在 实际 生活 中 创造 性 地 进行 计算 (没有 计算 器 时 更 是 如 
此 )， 作者 主张 对 待 证 明 也 应 这 样 。 当 理 解 和 分 析 了 证 明 的 
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结 娄 之 后 ， 你 将 会 弄 介 并 理解 在 课 水 中 碰 到 的 简略 叙述 的 证 
明 , 并 且 最 终 作出 自己 的 证 明 . 索 罗 博 士 并 不 要 求 数学 家 有 
意识 和 严格 地 运用 “ 顺 推 - 倒 推 法 ”等 方法 给 出 证 明 . 他 提出 
通过 将 证 明 系 统 化 的 方法 来 教授 证 明 , 比 起 现行 的 方法 (多 少 
有 点 靠 偶然 并 且 基 本 上 是 希望 学 生 自己 能 学 到 这 些 困 难 的 
技巧 ) 要 好 得 多 . 

大 家 都 应 谈 赞 同 索 罗 博 士 的 这 种 意见 ,我 国 ( 指 美国 一 一 
译 者 注 ) 学 生 在 他 的 学 习 过 程 中 开始 掌握 数学 证 明 的 思想 方 
法 太 晚 了 .开始 学 习 这 些 思想 方法 的 合适 时 期 ,应 该 不 晚 于 8 
年 级 (这 也 许多 少 会 有 一 些 不 同意 见 )。 当 然 ， 大 学 和 专科 教 
师 将 他 们 自身 的 失败 归 因 于 学 生 专 科 前 教育 的 缺陷 而 原谅 自 
己 ， 这 也 是 不 对 的 . 

今天 , 数学 已 被 普遍 地 承认 是 一 门 基本 的 和 重要 的 学 科 ， 
因为 它 在 现代 生活 中 无 处 不 起 作用 为 了 有 效 地 利用 它 ， 必 
须 确 切 地 理解 它 的 方法 ， 和 否则, 在 试图 利用 数学 时 , 我 们 将 使 
自己 充当 (没有 适应 性 的 ) 机 器 人 的 角色 ， 且 会 把 过 重 的 负担 
加 在 我 们 天 生 就 有 缺陷 的 记忆 中 ， 对 于 怎样 理解 和 掌握 数学 
证 明 这 个 问题 ， 索 罗 博 士 已 经 给 出 了 许多 想法 。 许多 学 生 在 
今天 并 没有 很 好 地 理解 证 明 ， 但 用 索 罗 博士 的 方案 求 补救 这 
种 令 人 很 不 满意 的 状况 , 是 值得 满怀 希望 地 试 一 试 的 . 


D. 博 蔡 特 学 院 教授 也. 希 尔 登 
俄亥俄 州 克利 夫 兰 市 
饥 斯 ' 韦 斯 顿 ' 利 赛 弗 大 学 


致 学 生 


、 在 完成 了 我 的 学 士 学 位 的 学 业 之 后 ,我 开始 想 知道 ,学理 
论 数 学 为 什么 会 这 样 困难 . 在 我 大 学 毕业 后 的 工作 过 程 中 ， 
我 领情 到 数学 具有 各 种 策略 ， 其 中 之 一 是 它 的 规则 有 一 部 分 
是 隐 芒 的 ， 像 下 棋 那 样 , 你 首先 要 知道 移动 棋子 的 全 部 规则 ， 
许多 学 生 由 于 不 掌握 这 样 的 规则 ， 他 们 为 抽象 数学 所 苦恼 就 
不 中 为 奇 了 . 

这 本 小 册子 叙述 了 一 些 规则 ， 这 些 规则 可 在 理论 数学 的 
策略 中 使 用 。 根据 我 的 经 验 ,这 些 规则 实际 上 对 任何 人 都 能 
有 所 启发 ， 并 且 在 高 中 数学 中 就 已 经 见 过 ， 因 而 是 能 够 学 会 
的 。 学 会 这 些 规则 之 后 , 在 学 习 抽象 数学 时 将 会 大 大 地 节省 
时 间 和 少 受 挫折 ， 我 希望 这 本 小 册子 能 够 帮助 你 达到 这 个 目 
的 . 

对 下 棋 来 说 , 你 必须 首先 学 习 各 个 棋子 怎样 移动 。 只 有 
当 移动 棋子 的 规则 进入 你 的 下 意识 之 后 ， 你 的 智力 才能 转 而 
集中 于 战略 、 战 术 以 及 其 它 类 似 的 更 富 于 创造 性 的 策略 上 . 数 
学 也 是 这 样 ， 困难 的 工作 是 要 求 你 首先 学 会 在 这 本 小 册子 中 
提出 的 基本 规则 事实 上 , 你 的 目标 应 当 是 掌握 这 些 材料 使 
之 成 为 你 的 第 二 天 性 ， 此 后 ,你 将 发 现 你 的 精力 就 能 够 集中 
在 数学 的 创造 性 方面 了 。 这 些 规则 不 能 代替 创造 性 ， 这 本 小 
册子 也 无 意 讲 授 创造 性 ， 但 是 我 相信 ， 它 能 提供 表现 你 的 色 
造 性 启 需 要 的 工具 . 同样 重要 的 是 , 这 些 工具 将 使 你 有 能 力 
去 理解 和 鉴别 别人 的 创造 性 . 

你 将 要 学 习 数 学 思想 方法 的 一 个 关键 部 分 ， 像 学 习 疏 材 
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和 兽 题 一 样 , 要 自觉 地 进行 独立 思考 , 提出 问题 和 寺 求 解答 ， 
须知 , 有 问题 就 提出 才 是 聪明 的 . 

D. 未 史 

1981, 6 俄 去 俄 州 克利 夫 兰 市 


条 。 


致 教 师 


不 能 用 一 种 容易 理解 的 方式 教授 证 明 ， 已 在 数学 各 科 的 
教学 中 使 学 生 和 教师 感到 困扰 . 其 结果 挫伤 了 学 生 , 也 挫伤 
了 教师 ， 长 此 以 往 还 常常 使 学 生 只 有 模仿 某 些 极 少量 具体 材 
料 的 能 力 ， 或 者 以 学 生 在 数学 理解 上 有 缺陷 为 理由 来 保护 他 
们 通过 考试 . 

有 人 认为 , 多 数学 生 是 不 可 能 理解 拍 象 数学 的 , 但 我 的 经 
验 表明 情况 与 此 相反 ， 所 缺少 的 似乎 是 衣 骨 理论 数学 的 适当 
方法 ， 这 本 小 册子 叙述 了 掌握 证 明 的 一 些 通 用 方法 ， 由 于 这 
些 方法 是 对 实际 证 明 中 反复 使 用 的 各 种 方法 (在 学 生 水 平 上 ) 
通过 解释 ,概括 和 一 般 化 而 得 出 的 ,因而 教师 好 教 ,学生 能 学 ， 

学 生 一 旦 掌握 了 这 些 方法 ， 便 可 以 将 任何 证 明理 解 为 是 
应 用 这 些 方法 的 结 浊 ， 之 所 以 能 这 样 做 , 是 因为 学 生 在 这 本 
书 中 已 经 学 过 怎样 进行 加 工 和 补充 . 

像 本 书 的 例子 那样 ， 依 照 证 明 所 用 的 方法 来 叙述 证 明 并 
不 困难 .本 书 在 每 一 个 “简练 "了 的 证 明之 前 都 有 一 个 证 明 的 
概要 , 这 个 概要 是 从 方法 论 和 思想 方法 上 来 叙述 的 ,并 且 也 说 
明了 所 用 的 方法 .用 这 种 方式 来 讲授 证 明 比 起 在 证 明 的 每 一 
个 步 又 之 前 提出 它 所 用 的 方法 和 为 什么 用 这 个 方法 并 没有 什 
么 更 多 的 要 求 . 

在 课堂 上 讨论 证 明 时 ,我 主动 让 学 生 参加 ,请 他 们 选择 证 
明 方法 和 写 出 证 明 、 我 为 他 们 的 兄 解 和 提出 的 问题 感到 惊 
喜 . 我 有 这 样 的 经 验 ,一 旦 堂 生 掌握 了 证 明 方法 ,他 们 的 志 
就 会 专门 至 力 于 数学 的 重要 之 处 ， 如 为 什么 证 明 是 况 学 的 独 


TY 


特 方法 以 及 为 什么 数学 的 这 一 部 分 是 第 一 重要 的 ， 这 术 小 册 
子 并 不 打算 讲授 创造 任 ， 但 我 相信 ， 它 令 述 了 许多 必需 的 基 
本 方法 .学 生 一 旦 掌握 了 这 些 方法 , 便 可 以 解放 思想 ,使 之 集 
中 到 创造 性 上 .我 还 发 现 , 对 水 平 不 高 的 学 生 ， 时 和 放流 各 
他 们 较 深 的 数学 知识 也 是 可 能 的 ， 
总 之 , 任务 是 清楚 的 ， 主要 的 目的 是 将 抽象 数学 变 成 对 

学 生 是 可 懂 的 和 有 兴趣 的 ， 同 时 也 为 你 提供 一 种 给 学 生 们 讲 
授 的 方法 . 

D. 未 史 

1981, 6 俄 雍 俄 州 克利 夫 兰 市 
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1 关于 证 明 


数学 家 的 目的 是 发 现 和 表达 某 些 真理 ， 数 学 家 使 用 的 是 
数学 语言 ， 证 明 是 将 数学 真理 表达 给 其 他 人 的 方法 , 这 些 人 
“说 * 的 也 是 这 种 语言 。 数学 语言 的 显著 特点 是 它 的 严谨 性 , 
一 个 严格 叙述 出 来 的 证 明 不 应 该 含糊 不 清 ， 也 就 是 不 应 该 对 
它 的 正确 性 产生 怀疑 . 遗憾 的 是 ,在 教科 书 和 杂志 的 文章 中 出 
现 的 许多 证 明 却 并 没有 完整 地 叙述 出 来 ， 不 过 对 已 经 了 解数 
学 语言 的 人 来 说 ,只 要 求证 明 的 叙述 有 适当 的 完整 性 就 行 了 . 
因此 ,为 了 理解 和 叙述 证 明 , 你 必须 学 习 新 的 语言 和 新 的 思想 
方法 ， 这 本 小 册子 讲述 了 许多 你 必需 的 基本 “语法 ">， 如 象 学 
习 任 何 别 的 新 语言 一 样 ,只 有 人 掌握 了 这 些 基 本 “语法 ”， 你 的 新 
语言 才 会 说 得 流畅 ， 

这 本 小 册子 对 用 于 证 明 的 各 种 方法 给 予 了 分 类 和 人 解释， 
目的 之 一 是 教 你 用 统一 的 方法 去 读 懂 已 经 写 出 来 的 证 明 ， 你 
学 会 之 后 , 就 能 够 独立 地 去 学 习 几 乎 所 有 的 数学 科目 , 这 本 身 
就 是 一 个 理想 的 目标 ， 

这 本 小 册子 的 另 一 个 月 的 是 教 你 对 已 知 的 数学 真理 给 出 
你 自己 的 证 明 ， 正 如 在 任何 诸 言 中 , 间 一 个 思想 可 有 许多 表 
达 方 法 一 祥 , 同 -个 数学 事实 也 可 以 有 不 同 的 证 明 ， 本 书 讲 
述 的 证 明 方法 是 指导 你 怎样 开始 以 至 怎样 完成 证 明 ， 天 此 ， 
本 书 不 但 讲述 证 明 的 方法 ， 也 讲述 每 一 个 方法 在 什么 情况 下 
才能 使 用 和 怎样 使 用 ， 一般 来 说 , 一 个 恰当 的 证 明 方 法 是 根 
据 所 考虑 的 问题 的 结构 选择 出 来 的 ， 所 以 , 在 你 试图 作出 自 
已 的 证 明之 前 , 要 学 会 自觉 地 选择 证 明 方法 , 以 节省 时 间 ， 你 
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对 自己 的 思考 过 程 理 解 得 越 深 , 作 得 就 越 好 . 

“ 当然， 最 终 的 目的 是 运用 你 学 到 的 方法 和 语言 去 发 现 和 
表述 未 知 的 数学 真理 ， 虽然 这 个 日 的 是 美好 的 , 但 实现 它 却 
非常 困难 。 通 向 这 个 目的 的 第 一 步 是 达到 这 样 的 水 平 , 就 是 
能 够 读 懂 证 明和 对 已 知 数学 事实 给 出 自己 的 证 明 ， 这 样 你 就 
能 更 深入 和 更 有 趣味 地 理解 数学 的 广泛 内 容 了 . 

在 前 十 一 章 中 似 述 了 有 关 证 明 的 基本 方法 ， 第 十 二 章 则 
是 总 结 ， 后 面 的 两 个 附录 讲述 多 种 方法 综合 运用 的 例子 . 

这 本 小 册子 是 写 给 具有 良好 的 高 中 数学 知识 的 读者 的 ， 
对 于 过 去 已 学 过 这 些 证 明 方 法 的 优秀 学 生 ， 可 以 在 读 完 前 两 
章 后 跳 到 总 结 那 一 章 , 再 接 着 读 两 个 附录 , 以 了 解 怎样 进行 整 
体 综合 ， 总 结 这 章 的 其 余部 分 ,讲述 的 是 能 够 应 用 这 些 证 明 ， 
方法 的 各 种 情况 . 

已 知 两 个 命题 4 和 B, 其 中 每 一 个 既 可 以 是 真 的 也 可 以 
是 假 的 ,数学 中 的 重要 问题 是 指明 ; 如 果 4 是 真 的 ,那么 了 也 
是 真 的 , 而 证 明 是 完成 这 个 任务 的 正规 方法 。 在 本 书后 面 的 
各 章 中 ， 将 根据 4 和 BB 的 各 种 形式 指出 进行 证 明 的 各 种 方 
法 .下 面 是 一 些 命题 的 例子 . 

(1) 平面 内 两 条 不 同 直线 或 者 平行 或 者 相交 于 唯一 的 一 

(2) 1 一 0. 

(8) 8v=5 并 且 y=1, 

(4) “不 大 于 零 . 

(56) 存在 一 个 角 卫 使 得 co8t 一 志 

可 以 看 出 ,命题 (1) 是 真 的 ,命题 (2) 是 假 的 , 而 命题 (8) 有 
(名 要 根据 变量 的 值 而 确定 其 真 假 . 

命题 (5) 是 真 的 ,但 这 并 不 明显 ,所 以 必须 用 一 个 方法 来 
“证 明 ” 这 个 命题 是 真 的 。 换 句 话说， 数学 证 明 就 是 用 数学 语 
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半分 述 出 来 的 令 人 信服 的 理论 根据 ， 因此 , 证 明 包含 的 数学 
事实 应 该 详细 到 俩 阅读 证 明 的 人 所 信服 ， 侈 如 , 当 命 古 (5) 的 
证 明 是 提供 给 数学 教授 时 ， 可 以 用 不 比 图 1 更 多 的 事实 就 够 
了 . 反之 , 对 于 高 中 学 生来 说 , 就 应 该 要 求 相当 详细 , 舍 怕 其 
至 要 从 余下 函 数 的 定义 开始 . 缺少 足够 的 细节 常常 会 使 读者 
在 阅读 证 明和 理解 证 明 中 遇 到 困难 .本 书 的 目的 之 一 就 是 教 
你 读 慌 这 种 “简练 ”了 的 证 明 ， 这 种 证 明 经 常 在 教科 书 和 其 它 
数学 文章 中 出 现 . 

为 了 做 出 证 明 ， 你 必须 确切 地 理解 所 谓 证 明 “ 如 果 4 是 
真 的 , 那么 了 也 是 真 的 ”究竟 是 什么 意 筷 ， 命题 4 通常 叫做 
“假设 ”, 命题 B 通常 叫做 “结论 ”". 为 简洁 起 见 , 命题 “如 果 4 
是 真 的 ,那么 是 真 的 ”可 简写 成 “车 4 则 B” 或 “4 推出 BP”, 
数学 家 在 书写 上 往往 好 偷懒 ， 他 们 已 经 提出 了 许多 “简化 " 记 
号 ， 例 如 数学 家 经 常用 “4 过 B” 来 代 痊 “4 推出 B”"。 在 大 多 
数 情况 下 , 数 科 书 并 不 用 这 些 记号 , 但 教师 却 常 常 采 用 , 而 最 
终 你 也 会 发 现 用 它们 是 很 方便 的 ， 因 此 , 本 书 将 出 现 一 些 适 
当 的 记号 ,但 在 证 明 中 不 使 用 它们 ， 


coa(t) 


图 1 存在 着 一 个 角 思 使 cost 一 zt 的 证 明 
“4 推出 如 "是 不 是 真 的 ,当然 由 4 和 召 自 身 是 真是 假 来 
确定 ， 因 此 , 可 以 考虑 下 列 四 种 可 能 的 情形 , 
se。 


(1) 4 是 真 的 并 且 B 也 是 真 的 。 

(2) 4 是 真 的 但 B 是 假 的 . 

(3) 4 是 假 的 但 是 真 的 . 

(4) 4 是 假 的 并 且 B 也 是 假 的 . 

例如 ， 你 的 朋友 提出 以 下 命题 :“ 如 果 下 两 ， 那 么 玛丽 带 
伞 . “在 这 里 命题 4 是 “下 雨 ”， 而 命题 刀 是 “玛丽 带 企 ， 当 
你 分 别 问 过 四 种 可 能 的 情形 而 肯定 了 在 哪 种 情形 下 你 的 朋友 
撒 了 谎 , 你 就 可 以 确定 在 这 种 情形 下 命题 “4 推出 B”" 是 假 的 . 
在 第 一 种 情形 下 ( 即 下 雨 并 且 玛丽 带 了 念 )， 你 的 朋友 说 的 是 
真 话 ; 在 第 二 种 情形 下 , 下 雨 了 , 但 玛丽 没有 带 伴 , 你 的 朋友 说 
的 是 谎话 , 而 不 是 真 话 ; 最 后 ,情形 (3) 和 (4 是 没有 下 而 ,在 这 
种 情形 下 你 不 能 说 你 的 朋友 撒 了 谎 ， 因 为 你 的 朋友 只 是 说 如 
果 下 雨 的 话 , 玛丽 带 伞 的 事情 要 发 生 ， 可 见 , 在 四 种 情形 中 除 
第 二 种 外 命题 “4 推出 B” 都 是 真 的 ， 将 这 些 简 要 地 列 在 表 
工 中 . 


真 | 真 真 
真 假 假 
假 真 真 
假 假 真 


表 1 是 真 值 表 的 一 个 例子 。 对 一 个 复合 命题 (这 里 是 “4 
推出 8”) 来 说 ， 当 组 成 它 的 各 个 命题 (这 里 是 4 和 B) 取 各 种 
可 能 的 真 假 值 时 , 它 在 什么 时 候 是 真 的 , 可 用 真 信 表 的 方法 来 
确定 ， 别 的 真 僵 表 将 在 第 三 章 中 出 现 . 

根据 表 1，` 试 图 证 明 “4 推出 B” 是 真 时 ,可 以 承认 “ 推 
出 ”一 词 左边 的 命题 (就 是 4) 是 真 的 , 目的 是 断定 右边 的 命题 
(也 就 是 8) 是 真 的 ， 应 该 注意 ， 让 明 命题 “4 推出 B”" 不 是 要 


a、 


验证 4 和 避 自 身 都 是 真 的 ,而 是 要 说 明 , 在 承认 4 为 真 的 前 
提 下 如是 4 的 逻辑 结论 . 

一 般 来 说 , 能 够 证 明 B 是 真 的 在 很 大 程度 上 依赖 于 已 经 
假定 了 4 是 真 的 这 个 事实 ， 并 且 归 根 结 蒂 是 能 找到 4 和 了 如 
之 间 的 联系 。 要 做 到 这 一 点， 要求 具 有 相当 的 创造 力 ， 
本 书 狗 述 的 证 明 方法 只 是 引导 你 入 门 并 给 你 指出 前 进 的 方 
向 , 

今后 和 4 和 8B 部 是 命 古 , 它们 或 阁 是 丰 的 或 者 是 假 的， 两 
者 必 居 其 一 ， 重 要 的 问题 是 怎 村 证 明 “4 推出 BY 


习 题 


1.1 下 列 各 题 哪 个 是 命题 (所 谓 一 个 命题 必须 或 者 为 真 
或 者 为 假 )? 
(a) ax? 十 20 十 C 一 0. 
一 8 士 V 卫 一 全 00 
(b) 二 六 光一 4 


(0) 三 角形 了 了 Z 相似 二 三 角形 BST. 

(d) 8+n+n?, 

(e) sam 可 <sin 三 . 

(f) 对 每 一 个 角 sin24 十 oos24 一 工 . 

1.2 指出 下 面 每 个 命 是 中 的 假设 和 结论 ， 

(Ge) 如果 直角 三 角形 XYZ 的 直角 边 长 是 w 和 和 侠 边 
长 是 z 面积 是 全 ,那么 直角 三 角形 XY 是 等 大 三 角形 


(b) 是 偶数 一 "? 也 是 偶数 ， 
(0) 如 果 @, 0 6,4, o 了 都 是 实数 ,具有 性 质 ad 一 8c 友 
0, 那么 线性 方程 组 


| 
o0 十 0 一 了 
对 w, y 有 解 . 
GD) 前 % 个 正 整 数 的 和 是 ao 二 1 ， 
(9) ”是 实数 ,并 且 满 足 人 7 是 无 理 数 . 
(CD 如 果 p 和 g 是 正 实数 ， 并 且 VZH 尖 了 入 ,那么 p 


(g) 当 w 是 实数 时 , os -了 的 最 小 值 至 少 是 一 考 . 

1.8 如 果 要 证 明 “4 推出 B” 是 真 的 , 并且 已 经 知道 B 是 
假 的 ,还 需要 证 明 4 是 真 的 或 是 假 的 吗 ?说 明 再 由 . 

1.4 利用 表 工 确定 下 列 命题 在 什么 条 件 下 是 真 的 或 候 
的 ,并 说 出 理由 . 

(a) 如 果 2>?7, 那 么 1>2， 

(p) 如 果 2<7, 那么 1<3， 

(0) 如 果 w 一 8, 那么 1<2. 

(d) 如 果 z 一 8, 那么 1>2. 

1.5 对 下 面 每 个 命题 作 一 真 值 表 , 

(a) 4 推出 (8B 推出 0). 

(b) (4 推出 8) 推出 0. 


2. 顺 推 - 倒 推 法 


本 章 的 目的 是 讲述 一 个 基本 的 证 明 方法 ， 顺 推 - 倒 推 法 
本 章 的 内 容 很 重要 ,因为 其 他 的 所 有 证 明 方 法 都 要 运用 顺 推 - 
倒 推 法 . 

进行 任何 证 明 时 , 第 一 步 必须 识别 命题 4 和 命题 B. 一 
般 来 说 ， 在 “如 果 ” 这 个 词 之 后 和 “那么 ”这 个 词 之 前 的 所 有 词 
组 成 了 命题 4， 而 在 “那么 ”这 个 词 之 后 的 所 有 词组 成 了 命题 
妃 ， 换 名 话说, 你 承认 是 真 的 那些 ( 即 假设 ) 是 4, 而 要 去 证 明 
的 那些 ( 即 结论 ) 是 B， 考 察 下 面 的 例子 ， 

例 1 如 果 直 角 三 角形 卫 YZ 的 直角 边 长 为 m %， 斜 边 


长 为 2 面积 为 全 ,那么 三 角形 了 YZ 是 等 三 角形 ( 见 图 2) 


证 明 概 要 这 个 例子 中 的 命题 是 
4， 直角 三 角形 了 了 的 直角 边 长 为 2, y， 斜 边 长 为 2 
闸 积 为 全 
了 三 角形 了 了 Z 是 等 采 三 
角形 区 
在 上 一 章 说 过 , 要 证 明 “4 推  y 
出 B” 时 , 你 可 以 承认 4 是 真 的 ， 
并 且 必须 利用 这 一 信息 来 得 到 B ny 
是 真 的 这 个 结论 ， 为 了 想像 出 怎 | 
祥 才 能 得 到 B 是 真 的 这 个 结论 ， 。 图 3 直角 三 完 形 XYZ 
优 革 用 个 推 法 来 思考 。 相反 , 当 你 要 用 4 中 所 给 信息 时 ,你 
机 用 顺 推 法 来 思考 、 这 商 种 思考 过 程 详细 地 氢 述 如 下 . 


在 倒 控 过 程 中 ， 你 开始 问 : “怎样 才能 断定 命题 召 是 走 
的 ? ”你 提出 的 这 一 问题 是 起 决定 性 作用 的 , 因为 你 最 终 必 须 
对 这 个 问题 给 出 回答 ， 这 个 问题 应 该 用 抽象 形式 提出 ， 对 于 
例 1， 正 确 的 抽象 问题 是 “怎样 才能 证 明 一 个 三 角形 是 等 腰 
的 ?2 虽然 要 证 明 三 角形 卫 了 2Z 是 等 腰 的 ， 但 所 问 的 抽象 问题 
可 促使 你 想到 关于 三 角形 的 一 般 知 识 ， 并 且 可 以 排除 无 关 紧 
要 的 细节 (例如 把 三 角形 叫做 卫 YZ 而 不 叫做 4BO 之 类 的 
细节 ), 这样 就 可 以 将 注意 力 集中 到 问题 的 本 质 上 了 ， 由 命题 
8B 得 到 的 上 述 问 题 叫做 抽象 问题 ， 正 确 提 出 的 抽象 问题 应 该 
不 出 现 所 考虑 的 特殊 题目 中 所 使 用 的 符号 和 记号 ， 对 许多 证 
明 来 说 , 关键 都 在 于 表述 出 一 个 正确 的 抽象 问题 . 

一 旦 提出 抽象 问题 ， 倒 推 过 程 的 下 一 步 就 是 回答 这 个 问 
题 ， 还 是 看 例 1， 怎 样 才能 证 明 一 个 三 角形 是 等 腰 的 ?方法 之 
一 无 疑 是 证 明 它 有 两 个 等 长 的 边 ， 参 看 图 2 应 该 证 明 w=y， 
值得 注意 的 是 ， 回 答 抽象 问题 要 有 两 个 部 分 ， 首 先 给 出 一 个 
抽象 的 回答 : 要 证 明 一 个 三 角形 是 等 腰 的 , 需 证 它 有 两 个 边 的 
长 相等 ， 洪 次 , 将 这 个 回答 用 到 所 考虑 的 题目 上 ， 在 这 里 ,证 
明 它 有 两 个 边 的 长 相等 是 通过 证 明 w=g 而 不 是 证 明 w=% 或 
2% 一 :来 实现 的 ， 提 出 抽象 问题 , 抽象 地 回答 , 然后 将 这 个 抽象 
回答 用 到 所 考虑 的 题目 上 的 整个 过 程 叫做 抽象 过 程 . 

抽象 过 程 给 出 了 一 个 新 命题 B:，Bi 具有 这 样 的 特性 , 如 
果 能 证 明 Bs 是 真 的 , 那么 B 就 是 真 的 ， 对 于 所 说 的 例子 ,新 
命题 是 

Bi: w=Yy 
如 果 能 证 明 w=y, 那么 三 角形 XY 了 Z 是 等 腰 的 ， 当 有 了 命题 
Bi 之 后 ,现在 应 集中 精力 断定 Bi 是 真 的 , 因为 由 它 就 可 得 出 
B 是 走 的 . 怎样 才能 证 明 Bi 是 真 的 呢 ? 当然 最 终 要 利用 4 是 
真 的 这 个 假设 ， 但 是 当 回答 这 个 问题 时 , 在 大 多 数 情 形 下 ,要 


。8 。 


像 现 在 一 祥 继 续 进行 倒 推 , 对 新 命题 B 重复 抽象 过 程 ， 这 时 
在 倒 推 过程 中 出 现 的 困难 是 能 否 提 出 新 的 抽象 问题 
因为 % 和 是 一 个 三 角形 的 两 边 的 长 ， 一 个 合适 的 抽象 
问题 似乎 应 该 是 “怎样 才能 证 明 一 个 三 角形 两 边 的 长 相等 ?” 
另 一 个 完全 合理 的 抽象 问题 应 该 是 “怎样 才能 证 明 两 个 实数 
机 等 ?2 因为 和 和 4 终归 是 实数 ， 抽 象 过 程 中 出 现 的 又 一 个 困 
难 是 抽象 问题 可 能 多 于 一 个 .怎样 选 出 一 个 更 准确 的 抽象 问 
题 往 往 是 靠 技巧 而 不 是 靠 知识 ， 在 侥幸 的 情况 下 只 有 一 个 明 
显 的 抽象 问题 ,而 在 其 它 情况 下 就 得 使 用 试验 法 . 这 时 ,直觉 、 
见识 、 创造 性 和 经 验 以 及 画图 和 列表 部 能 起 重要 作用 .一 般 
来 说 ,应 该 让 4 中 的 信息 (已 经 假设 4 是 真 的 ) 帮 助 你 进行 选 
择 . 

不 管 选择 哪个 问题 , 下 一 步 就 是 回答 它 , 首先 是 抽象 的 回 

答 ,然后 是 对 所 考虑 的 题目 来 回答 对 于 上 述 两 个 抽象 问题 
应 该 怎样 回答 呢 ? 对 于 第 一 个 , 可 以 通过 证 明 三 角形 的 两 边 所 
对 的 前 相等 米 证 明 这 两 个 边 的 长 相等 ， 对 于 图 2 的 三 角形 
YZ， 就 是 要 证 明 角 忆 等 十 角 工 ， 经 过 粗略 地 考察 ， 发 现 
在 命题 4 中 似乎 没有 提供 有 关 三 角形 王 的 角 的 更 多 信 

息 ， 所 以 我 们 应 选择 另 一 个 抽象 问题 . 

现在 面临 的 问题 是 “怎样 才能 证 明 两 个 实数 ( 即 是 % 和 gy) 
相等 ?” 这 个 问题 的 回答 之 一 是 证 明 两 个 数 的 差 是 0， 将 这 个 
问题 用 到 命题 Bi 的 特殊 情形 意味 着 应 该 证 明 w 一 y0。 遗 
憾 的 是 也 可 以 有 则 的 回答 ， 证 明 第 一 个 数 小 于 或 等 于 第 二 个 
数 ， 同时 第 二 个 数 也 小 于 或 等 于 第 一 个 数 ， 将 这 个 回答 用 到 
命题 Bi 的 特殊 情形 , 应 该 证 明 w<y 和 y<w。 这样, 在 倒 推 
过 程 中 又 出 现 了 第 三 个 困难 : 即使 选 出 的 是 正确 的 抽象 问题 ， 
管 案 也 可 能 不 止 一 个 ， 此 外 ,也 可 能 选 出 这 样 的 抽象 问题 , 即 
对 于 它 是 不 可 能 先 成 证 明 的 ， 例 如 , 抽象 问题 怎样 才能 证 明 
人 


一 个 三 角形 是 等 的 ?” 它 的 回答 也 可 以 是 “证 明 三 角形 是 等 
边 的 ” 但 是 ,不 可 能 证 明 全 的 三 角形 瑟 72 是 等 边 三 角形 ， 
因为 它 的 一 个 角 是 90°， 

回 到 抽象 问题 “怎样 才能 证 明 而 个 实数 ( 即 和 功 相等 ?” 
作为 一 种 考 虹 ， 假 如 你 选择 的 回答 是 证 明 它们 的 差 为 0， 这 
又 开始 了 抽象 过 程 ， 并且 给 你 提出 了 新 命 古 Bs， 如 果 你 能 证 
明 Bs 是 真 的 , 则 Bs 是 真 的 , 从 而 卫 也 是 真 的 ， 新 命题 Bs 是 

Bs zw—y=0 
现在 你 应 该 集中 精力 来 断定 Bs 是 真 的 , 你 最 后 必须 利用 4 中 
的 信息 ,但 此 时 让 我 们 再 一 次 将 抽象 过 程 用 到 新 命题 Bs 上 

抽象 问题 之 一 是 “ 怎 桩 才能 证 明 两 个 实数 的 差 是 07 ”对 
这 个 问题 似乎 也 没有 合适 的 回答 ， 在 这 个 抽象 过 程 中 是 不 是 
还 要 提出 另外 的 问题 呢 ? 抽 象 回 题 也 可 以 没有 明显 的 答案 ,但 
你 不 要 失望 ,所 有 的 努力 都 不 会 自费 , 回想 当 证 明 “4 推出 B” 
有 时， 已经 假设 了 4 龙 真 的 ， 到 此 为 止 还 没有 在 任何 地 方 利用 
过 这 一 事实 ， 现 在 该 是 用 顺 推进 程 来 思考 问题 的 时 候 了 . 

顺 扒 过 程 业 ， 从 命题 4 出 发 导出 一 个 新 命题 4， 具 
有 这 样 的 性 质 ; 只 要 4 是 真 的 (这 已 经 候 定 成 立 ), 则 它 也 是 丰 
的 要 强调 的 是 ,并 不 是 偶然 地 由 4 导出 4 的 ， 导 出 4 是 
为 了 与 在 合 推 过 程 中 最 后 提出 的 命题 相 联接 ， 应 当 使 合 推 过 
程 中 的 这 个 最 后 的 命题 在 顺 推 过 程 中 起 到 指引 作 月 ， 让 我 们 
转向 例 1， 要 记 住 ,在 便 推 过 程 中 得 到 的 最 后 命题 是 “一 y~ 
0” 

” 例 1 中 命题 4 是 “家 角 三 角形 的 直角 边 长 是 和 g, 斜 边 
长 是 5 面积 是 守 . ”作为 4 的 结果 ,有 他 一 分 ,因为 直角 三 
角形 的 面积 是 底 乘 高 的 一 半 , 这 里 是 小。 因此 ,你 得 到 了 新 
命题 是 
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人 
4 总 于 


根据 勾 股 定理 还 能 由 4 推出 另 一 个 有 用 的 命题 , 它 是 

a 0 十 2 一 02 
在 顺 推 过 程 中 也 可 以 将 新 命题 组 合 运用 而 形成 更 需要 的 命 
题 ， 例 如 可 以 将 41 和 4s 用 以 下 方式 组 合 起 来 ， 根据 42 在 
妈 中 用 吧 十 妇 代替 罗 便 得 到 


2 一 丈 十 纺 
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上 顺 推 过 程 的 困难 是 可 能 产生 某 些 没有 用 的 命题 . 例如 “ 角 
子 小 于 90%”， 关 于 怎样 形成 新 命题 没有 特别 的 准则 ,但 要 记 
住 的 是 ， 顺 推 过 程 是 为 了 得 到 在 倒 推 过 程 中 引出 的 命题 Bs 
4% 一 %g 一 0， 正 是 由 于 这 个 原因 , 才 用 41 和 4s 消去 2. 

继续 顺 推 ， 应 该 尽力 整理 4s 使 之 更 接近 于 Ba， 例如 可 
将 4 的 两 端 乘 以 生 并 且 从 两 边 减 去 2zy, 得 到 

44，02 一 204 十 内 一 0 
通过 分 解 因 式 得 到 
As, (2—Y)*=0 

咕 推 过 程 中 最 常见 的 一 步 是 把 命题 改 窟 成 不 同 的 形式 ， 如 由 
4 得 到 4s， 例 1 的 顺 推 过 程 (以 及 整个 证 明 ) 的 最 后 一 步 是 
求 4; 中 等 式 两 边 的 有 平方根. 由 此 ， 便 正好 得 到 命题 Bp， 即 
vw 一 y 一 0， 这 就 完成 了 全 部 证 明 。， 因 为 你 从 命题 4 是 真 的 出 
发 ,并 且 利用 它 推 导出 的 命题 Bs 是 真 的 ,所 以 B 是 丰 的 .所 
有 的 步 又 和 理由 总 结 在 表 2 中 . 
”注意 到 这 一 点 是 有 趣 的 ， 顺 推 过 程 所 产生 的 根本 结果 是 
避免 了 回答 抽象 问题 Bax “ 怎 栏 才能 证 明 两 个 实数 的 差 为 
0?” 一 一 而 是 证 明 差 的 平方 为 0( 参 看 表 2 的 4;). 

最 后 还 应 该 知道 , 一 般 来 说 , 一 个 证 胃 的 思考 过 程 实际 上 

val 


要 求 完整 每 出 ， 因 为 这 样 做 壳 要 太岁 的 时 间 、 靖 力 肌 科 
洒 起 可 以 放 , 六 的 人 过 高光 了 的, 了 上 经 人 
写 或 不 详细 地 守 出 个 蕉 过 程 ， 对 于 所 说 例子 大 至 可 以 象 下 面 
这 样 写 出 来 . 

例 工 的 证 明 ”由 假设 和 直角 三 角形 的 面积 公式 有 ， 三 角 
多 YY 的 面积 = 侣 一 千 ， 由 多 股 定理 好 十 ge 一 将 妈 


用 o2 十 妇 代 入 , 下 进行 一 些 恒 等 变形 , 得 到 (w 一 y)? 一 0, 因而 
2 一 轨 即 三 角形 六 是 等 屡 的 、 / (符号 “Y” 用 玉 表 示 证 明 
结 京 ) 

有 时 也 用 部 分 倒 推 和 部 分 顺 推 来 简化 证 明 ， 例 如 

例 工 的 证 明 如 果 证 明了 “一 %， 那 么 命 古 得 证 ， 而 这 可 
转化 为 证明 (w 一 了 ?一 2 一 2wy 十 妨 一 0， 但 是 三 角形 的 面积 
型 一 生 ， 玖 22y 一 攻 ， 根 据 勾 股 定理 ， 少 一 坟 十 恋 , 因 而 二 
一 220 或 好 一 220% 十 如 一 0， 这 就 是 所 要 证 明 的 ，/ 

证 明 也 可 以 完全 写成 倒 推 过 程 的 形式 ， 昌 涛 这样 做 有 些 


表 & 例 1 的 证 明 


命 题 | 理 由 
4 XYZ 的 面积 是 分 题 设 

， 珊 = 色 j 积 一 
4 合 - 气 面积 = 底 X 高 
Ar 一 的 勾 股 定理 

2 入 人 4 
考 二 将 如 代入 4 
4 区 2 二 0 恒 等 变形 
As (zs—)?=0 因 式 分 解 44 
B, +~y=—0 求 4 的 方 根 
B1 r=y Po 两 边 加 上 
5B XYZ 是 等 膛 的 因为 B 是 真 的 


不 自然 ,但 还 是 值得 了 解 一 下 的 . 

例 工 的 证 明 为 了 得 到 所 要 的 结论 ， 应 该 证 明 w=y, 而 
这 只 需要 证 明 (w 一 引 ?= 必 一 2wy 十 妨 一 0， 或 者 等 价 地 证 明 
a 而 当 证 明了 2zy 一 如 时 ,这 就 成 立 了 ,因为 勾 股 
定理 给 出 了 双 十 多 一 入 ， 为 此 考察 2wgy 一 办， 或 者 等 价 地 考察 


名 -是 成立 注意 到 并 是 三 角形 的 面积 ,并且 由 题 
设 它 等 于 于 ， 这 样 就 完成 证 明了 ，/ 


在 研究 性 的 论文 中 出 现 的 证 明 常常 是 极为 简练 的 ， 只 对 
怎样 证 明 给 出 提示 ， 例 如 

例 工 的 证 明 ”假设 连同 色 股 定型 给 出 z2 十 内 一 2 所 以 
(一 9%)2 一 0, 由 此 便 得 到 三 角形 是 等 腰 的 结论 . 

注意 ,“ 所 以 ”一 词 实际 隐 含 着 (z 一 级 ?0 的 理由 . 它 是 
恒 等 变形 (如 我 们 前 面 已 经 知道 的 ) 还 是 别 的 什么 东西 呢 ? 遗 
憾 的 是 ,这 种 经 压缩 了 的 典型 叙述 常 出 现在 数学 书 中 , 并 且 正 
是 这 种 狼 述 给 阅读 带 来 了 困难 ， 应 该 力争 具有 阅读 和 分 析 这 
种 简练 证 明 的 能 力 、 为 了 达到 这 一 点 , 需要 了 解 各 种 常用 的 
证 明 方 法 (因为 并 不 是 只 有 顺 推 - 倒 推 这 一 种 方法 )、 这 样 ,由 
书 上 是 怎 伴 写 的 ， 就 可 以 发 现 证 明 中 用 的 是 什么 样 的 思考 过 
程 ,也 就 可 以 弄 清 楚 没 有 给 出 详细 说 明 的 每 一 个 步骤 , 证 明 越 
是 简练 , 其 过 程 也 越 难 懂 ， 怎 潼 阅读 简练 了 的 证 明 的 例子 ,将 
放 在 两 个 附录 中 读 这 本 小 册子 是 不 需要 太 费 劲 的 ,因为 在 
每 一 个 简练 了 的 证 明之 前 都 有 一 个 概要 ， 概括 地 叙述 了 所 用 
的 证 明 方 法 和 理 白 ， 但 也 要 指出 , 这 些 概要 比例 1 所 做 的 要 
简明 得 多 ， 

总 结 起 来 说 ， 顺 推 - 创 推 法 的 目的 是 为 了 证 明 “4 推出 
B”， 首 先 , 你 涉 图 断定 召 是 真 的 ， 通 过 提出 和 回答 抽象 问题 
的 抽象 过 程 而 引出 一 个 新 命题 Bl，B; 具有 这 样 的 性 质 : 如 果 
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已 是 真 的 ， 那 么 刀 是 真 的 ， 这 时 应 该 集中 精力 证 明 记 是 走 
的 ， 为 了 达到 这 个 目的 , 将 抽象 过 程 运用 于 肪 而 得 到 新 命题 
32a，B。 具 有 这 梯 的 性 质 : 如 果 Bs 是 真 的 ,那么 Bi( 因 而 B) 也 
是 真 的 .要 记 住 的 是 , 整个 抽象 过 程 是 在 假设 4 是 真 的 这 个 
事实 的 引导 下 进行 的 ， 按照 这 种 方式 继续 下 去 , 直到 你 或 者 
得 到 了 命题 4( 于 是 证 明 结 束 ) 或 者 直到 你 不 能 再 提出 和 (或 ) 
回答 出 满意 的 抽象 问题 , 在 后 面 这 种 情形 下 就 开始 顺 推 过 程 ， 
由 命题 4 推出 一 系列 命题 ， 由 于 假设 4 是 真 的 , 这 些 命题 也 
必定 是 真 的 ， 要 记 住 ， 顺 推 过 程 的 目的 是 为 了 得 出 你 在 倒 推 
过 程 中 最 后 引出 的 那个 命题 ， 达到 了 这 个 目的 ， 你 就 成 功 地 
完成 了 证 明 ， 

用 以 下 的 比喻 能 很 容易 地 记 住 顺 推 法 和 倒 推 法 ， 先 把 命 
题 召 想像 成 草 志 里 的 一 根 针 .， 当 你 从 4 是 真 的 这 个 假设 出 
发 用 顺 推 法 时 ， 你 是 从 草 志 外 的 某 个 地 方 出 发 来 寻找 这 根 针 
的 ， 而 当 你 用 倒 推 法 时 , 你 是 从 这 根 针 出 发 ,寻找 一 条 通 往 草 
翰 外 面 进而 达到 命题 4 的 途径 (参看 图 3)， 


rp I 
A gt ; 倒 扒 3 
2 一 


/ 
二 
图 3 在 草 才 里 找 针 

另外 也 可 以 把 顺 扒 ~ 倒 推 法 想像 成 一 个 迷宫 ,4 是 它 的 起 
点 而 如 是 希望 达到 的 终点 (参看 图 名。 在 取得 成 功 之 前 , 你 
必须 多 次 交替 地 进行 顺 推 和 倒 推 ， 因 为 很 可 能 有 许多 错误 的 
出 发 点 和 死 胡 回 . 


PC 


作为 一 般 规则 , 硕 推 - 倒 推 法 是 我 们 提出 的 第 一 种 证 明 方 
法 .简单 地 说 , 它 大 致 是 用 不 同 的 办 法 去 试 着 解决 在 8 的 基 
础 上 所 提出 来 的 问题 , 直到 有 了 理由 为 止 。 在 任何 情况 下 都 
要 透彻 地 了 解 4 和 B 之 间 的 关系 . 


A 顺 推 一 一 


习题 


注 : 所 有 证 明 都 必须 有 证 明 概 要 和 简练 的 证 明 
2.1 试 述 顺 推 过 程 和 倒 推 过 程 之 间 的 区 别 ， 分 别 指出 这 
疯 个 过 程 是 把 样 进行 的 以 及 可 能 出 现 的 困难 ， 它们 之 问 又 
。，15 。 


有 怎样 的 联系 ? 

2.2 考察 如 下 的 证 明 题 ; “如 果 是 实数 , 则 一 2 十 2% 十 1 
的 最 大 值 这 22”、 对 这 个 题 来 说 , 下 列 抽象 问题 哪些 是 不 正确 
的 ?为 什么 ? 

(a) 怎样 才能 证 明 一 条 抛物 线 的 最 大 值 之 一 个 数 ? 

(b) 怎样 才能 证 明 一 个 数 志 一 条 抛物 线 的 最 大 值 ? 

(0) 怎样 才能 证 明 函 数 一 地 十 2 十 1 的 最 大 值 之 一 个 
数 ? 

(d) 怎样 才能 证 明 一 个 数 志 一 个 二 次 函数 的 最 大 值 ? 

2.8 考察 证 明 题 “如 果 

忆 = {实数 ww? 一 w<<0} 

9= {实数 v2， 一 (2 一 1)(z 一 8) 之 0} 

了 T={ 实 数 %，w 之 1} 
则 瑟 交 5 是 了 的 子 集合 ,” 对 于 这 个 题 来 说 , 下 丈 抽 象 问题 哪 
些 是 正确 的 ?为 什么 ?哪些 是 不 正确 的 ?为 什么 ? 

(a) 人 怎样 才能 证 明 一 个 集合 是 另 一 个 集合 的 子 集 合 ? 

(b) 怎样 才能 证 明 集合 忌 交 总 是 全 的 子 集合 ? 

(o) 怎样 才能 证 明 在 集合 吾 交 5 内 的 每 一 个 数 虱 之 1? 

(qd) 怎样 才能 证 明 两 个 集合 的 交 与 另 一 个 集合 有 共同 的 
数 ? 

2.4 对 下 而 的 每 一 个 题 , 尽 可 能 地 列 只 抽象 问题 (至 少 两 
个 )， 当然 ,你 列 出 的 问题 应 该 不 出 现 这 个 特殊 题目 的 符号 或 
记号 . 

(a) 如 果 石 和 刀 是 加 6c 的 直径 4 的 端点 er 和 es 处 的 切 
线 ,那么 六 和 zz 兴 乎 行 的 . 

(b) 如 果 了 和 9 是 连续 函数 , 那么 函数 六 -9 也 是 连续 的 
( 注 : 连续 性 是 函数 的 一 个 性 质 ). 

(e》 如 玉 勾 是 倘 数 , 壕 么 吧 是 偶数 ， 
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(d) 如 果 即 是 满足 -3m 一 2n 二 80 的 已 知 整 数 ， 那 么 
2n2— Bn= — 2, 

2.5 对 以 下 每 一 个 抽象 问题 , 尽 可 能 地 列 出 你 的 回答 (至 
少 三 个 )， 

(a) 怎样 才能 证 明 两 个 实数 相等 ? 

(b) 怎样 才能 证 明 两 个 三 角形 全 等 ? 

(e， 怎样 才能 证 明 两 条 直线 平行 ? 

{d) 怎样 才能 证 明 四 边 形 是 矩形 ? 

2.6 对 下 面 每 一 个 题 : 

(1) 提出 一 个 抽象 问题 ， 

(2) 抽象 地 回答 它 

(3) 将 你 的 回答 用 到 所 给 的 这 些 题 上 : 

(a) 如 果 wr 2 和 e 是 实数 ，g>0，2<0, 并 且 到 一 4ac 一 
0, 那么 方程 wz 十 pw 十 c 一 0 的 根 是 正 的 . 

(b) 在 下 图 中 , 如果 SU 是 RT 的 牧 直 平分 线 ,并 且 B85 一 
2RD, 那么 RST 是 等 边 三 角形 . s 


2.7 对 下 面 每 一 个 假设 ， 尽 可 能 地 
列 出 命题 (至 少 三 个 )， 它 们 是 应 用 顺 推 
过 程 一 步 就 得 到 了 的 结果 . R T 


(a) 实数 ”满足 2 一 34 二 2<0， Uv 
二 各 1 
(b) 在 图 2 的 三 角形 与 了 G 中 , 角 瑟 的 正 芒 等 于 3 


(0) 圆 。 是 由 所 有 满足 (w 一 3)?+(y 一 2)? 一 25 的 值 %, y 
相应 的 点 (w, 引 ) 组 成 . 

(qd) 三 角形 UVW 是 等 边 三 角形 . 

2.8 考察 证 明 题 : “如果 % 和 9 是 实数 ， 使 得 空 十 60 一 
中 一 0， 并 且 妇 十 z 一 8， 那么 [y| 一 2. “在 从 假设 开始 作 顺 扒 
寺 , 下面 这 些 方程 哪些 是 不 成 立 的 ?为 什么 ? 
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(GD 如 一 3 一 %， 


25 vw 全 
(b) y= (入 ) , 
(0) (3—#°)+6y’—25=0, 


@) G+ -二 闭 . 


2.9 考察 证 明 题 “如 果 %w 和 是 非 负 实数 ， 并 县 满足 
&% 十 9 一 0, 那么 z 一 0 y=0, >” 

(a) 对 于 以 下 简练 了 的 证 明 , 写 出 一 个 证 明 概 要 , 并 且 指 
出 其 中 的 顺 推 . 倒 推 步骤 和 抽象 问题 及 其 回答 . 

证 明 首先 我 们 只 要 证 明 w<0, 因 为 由 假设 cz0,， 就 必 
然 有 z=0. 为 了 看 出 有 w<0, 根 据 假设 w+y 一 0, 故 2= 一 y， 
再 由 y 之 0 推 由 一 y<0, 因 而 w= 一 y<0, 最 后 可 以 看 到 y=0. 
这 是 因为 z=0, 并 且 w+y~0, 这 就 必定 有 0+y~=0, / 

(b) 完全 用 倒 推 过 程 来 写 出 (8) 中 所 说 的 简练 证 明 . 

2.10 考察 由 两 个 字母 s, 专 组 成 的 字 表 ， 这 个 字 表 中 的 
字 是 这 样 组 成 的 ，s, 上 是 字 并 且 按 任何 次 序 将 以 下 规则 用 到 
旧 字 上 都 产生 新 字 . ; 

(1) 重复 已 有 的 字 ( 即 由 sts 可 产生 stssts)， 

(2) 从 已 有 的 字 中 去 掉 大 ( 即 由 stts 能 够 得 到 s)， 

(3) 在 已 有 的 字 中 将 sss 用 上 代替 ( 即 由 stsss 能 够 得 到 
st) 

(由 如 早已 有 的 字 中 最 后 一 个 字母 是 可 在 这 个 字 的 右 
端 增加 一 个 字母 丸 即 由 tss 能 够 得 到 zs 四. 

(a) 运用 三 步 顺 推 过 程 找 出 将 所 说 规则 用 到 字 ss 上 能 得 
到 的 所 有 字 . 

(b) 运用 一 步 偶 推 过 程 到 字 tst 上 ， 有 明确 地 说 , 列 出 所 家 
这 样 的 字 , 对 这 些 字 运 用 上 述 规 则 中 的 一 个 能 得 让。 
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(0) 证 明 “ 如 果 s 是 字 , 那么 好 也 是 字 ”, 
(9) 证 明 “ 如 果 s 是 字 , 那么 ttst 也 是 字 ”, 
2.11 证 明 如 果 图 2 的 直角 三 角形 了 了 2 是 等 腰 的 ， 郑 


么 它 的 面积 是 分， 
2.12 证 明 2.6(b) 中 的 命题 是 真 的 ， 


3。 定义 和 数学 术语 


在 上 一 章 中 , 学 习 了 上 顺 推 - 倒 推 法 , 看 到 了 表述 和 回答 抽 
象 问题 的 重要 性 ， 回 答 抽象 问题 的 一 个 最 简单 和 景 有 效 的 方 
法 , 是 应 用 这 一 章 所 要 讲 的 定义 ， 另 外 , 在 这 一 章 也 要 学 习 数 
学 语言 中 的 - - 些 “ 词 汇 ”. 

定义 比 命题 没有 什么 更 多 的 东西 ， 可 以 认为 定义 就 是 由 
组 成 命题 的 那些 部 分 组 成 ， 在 第 一 章 中 已 经 遇 到 过 定义 ， 在 
那里 我 们 给 出 过 命题 “4 推出 如 ”是 真 的 定义 ， 这 就 是 我 们 规 
定 : 除了 当 4 是 真 的 而 BB 是 假 的 外 , 在 其 它 所 有 情形 下 这 个 
命题 都 是 真 的 ， 决 不 是 说 ,你 必须 接受 这 个 定义 是 正确 的 ,但 
是 , 如果 你 不 接受 的 话 , 那 我 们 对 这 个 特定 的 概念 就 不 可 能 有 
共同 的 迎 解 了 . 

定义 不 是 随意 作出 的 ， 通 常 它 们 都 是 由 反复 出 现 的 数学 
概念 而 引出 来 的 ， 事 实 上 , 定义 可 以 看 成 是 一 个 特殊 概念 的 
简称 ， 例 如 “除了 1 和 自身 不 能 被 任何 整数 汉 除 的 不 是 1 的 
正 整 数 ” 就 简称 (定义 ) 为 “素数 ”?.， 确实 , 叫 “ 索 数 ” 比 起 叫 “ 除 
Te 的 不 是 工 的 正 整数 ”要 方便 得 多 . 当 一 个 概念 经 党 
出 现时 再 是 这 样 . 下面 再 举 几 个 定义 的 例子 ， 

定义 1 如 果 有 某 个 整数 hb, 使 m%=kn, 那么 说 整数 % 整 
除 整数 完 ( 记 为 %|m)， 

定义 2 如 果 一 个 大 于 1 二 的 整数 bp 在 正 整 数 中 只 能 被 1 
和 wp 整除 , 那么 说 p 是 素数 . 

定义 3 ”如果 一 个 三 角形 有 两 个 边 的 长 相等 , 那么 说 它 
是 等 腰 三 角形 . 
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定义 4 如 果 mi 一 za， 纹 =%p， 那 么 说 实数 对 (wxz， 纺 ) 和 
(za, gs) 相 等 。 

定义 5 一 个 整数 % 是 偶数 , 当 且 仅 当 它 除 以 2 的 余数 
是 0. 

定义 6 一 个 整数 % 是 奇数 ， 当 且 仅 当 存 在 某 个 整数 b， 
使 w=2k 十 1， 

定义 了 一 个 实数 7 是 有 理 数 , 当 且 仅 当 7 能 表示 成 两 
个 整数 p 和 g 的 比 ,其 中 分 母 g 不 是 0. 

定义 8 两 个 命题 4 和 B 等 价 , 当 且 仅 当 “4 推出 8” 并 
县 推出 4”. 

定义 9 ”由 命题 4、 命题 作出 的 命题 ,“4 并 且 吾 "( 记 
为 4 人 了) 是 真 的 , 当 且 仅 当 4 是 真 的 并 且 BB 也 是 真 的 . 

定义 10 由 命 题 4、 命 题 B 作 出 的 命题 ,“4 或 者 BA( 记 
为 4V B), 除 了 和 4 和 B 都 是 假 的 这 一 情形 外 , 所 有 其 它 情形 
都 是 真 的 ， 

我 们 看 到 , 在 一 些 定义 中 曾经 用 过 “ 当 且 仅 当 ” 一 词 ,但 是 
一 般 往往 只 用 “ 当 ” 来 代替 “ 当 且 仅 当 ”。 有 些 术 语 , 如 “集合 ” 
和 “点 ”不 给 出 定义 ， 也 曾经 打算 给 出 集合 的 定义 , 例如 将 集 
合 定义 成 某 些 事物 的 总 体 ,但 这 样 做 是 没有 用 的 .因为 “事物 ” 
的 概念 更 加 含糊 不 清 ， 因 而 束 必然 要 追问 “事物 ”的 定义 又 是 
什么 ?这 样 问 下 去 就 会 永 无 尽头 了 . 

在 例 1 的 证 明 中 ,已 经 用 过 定义 来 回答 抽象 问题 .我们 还 
记得 对 例 1 最 早 提 出 的 抽象 问题 是 “怎样 才能 证 明 一 个 三 角 
形 是 等 腰 的 ?” 而 为 了 用 定义 证 明 一 个 三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 
方法 之 一 是 利用 定义 3 证 明 它 有 两 个 边 的 长 相等 ， 在 顺 推 过 
程 中 定义 是 按 同等 的 意义 来 使 用 的 .例如 ， 当 你 已 知 一 个 整 
数 是 奇数 ， 那 么 由 定义 6 就 知道 有 某 个 整数 使 %=28 二 1, 
用 定义 来 作 顺 推 和 倒 推 是 经 常 在 证 明 中 出 现 的 . 
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辣 一 个 概念 常常 可 能 有 丙种 定义 。 例如， 偶数 的 概念 可 
用 定义 5 给 出 ,另外 也 可 以 将 侦 数 定义 为 “能 表示 成 2 的 整数 
倍 的 数 ”"， 当 然 , 某 些 概念 只 有 一 种 定义 。 当 概念 有 多 于 一 种 
的 定义 时 , 这 些 定义 之 间 有 什么 关系 呢 ? 因 为 定义 纯粹 是 对 某 
个 事物 的 约定 ， 那 些 可 以 互相 代替 的 每 一 个 定义 都 是 同一 事 
物 的 约定 ,所 以 当选 择 出 一 种 定义 之 后 ,一 定 可 以 用 适当 的 方 
法 来 建立 这 种 定义 与 其 它 可 代替 的 定义 之 间 的 “等 价 性 ”, 

例如 ,对 于 侦 数 可 以 这 样 作 ; 用 定义 5 得 到 命题 4:“% 是 
除 以 2 余数 为 0 的 整数 ”, 再 用 另 一 个 定义 建立 命题 B,“n 是 
能 表示 成 2 的 整数 倍 的 数 "， 所 谓 建立 定义 之 间 的 等 价 性 ,就 
是 必须 证 明 “4 推出 B” 并 且 “B 推出 4 看 定义 8)。 由 此 可 
知 , 如果 4 是 真 的 ( 即 % 是 除 以 2 余数 为 0 的 整数 )， 那 么 8 
是 真 的 ( 即 % 是 能 表示 成 2 的 整数 倍 的 数 ), 而 且 如 果 B 是 真 
的 ,那么 4 也 是 真 的 . 

命题 4 等 价 于 命题 经 常 写作 “4 是 真 的 ， 当 且 仅 当 B 
是 真 的 ”, 或 者 更 简单 地 写作 “4 当 且 仅 当 .B”， 用 数学 记号 写 
作 “4<>B”， 要 肯定 “4 当 且 仅 当 BP” 成 立 , 必须 证 明 “4 推出 
B" 并 且 “B 推出 4. 

腊 清 楚 一 个 定义 与 鄂 些 可 代替 它 的 定义 等 价 是 十 分 重要 
的 ,例如 ,在 某 个 证 明 中 提出 了 抽象 问题 “怎样 才能 证 明 一 个 
整数 是 侦 数 ”， 由 于 偶数 概念 有 两 个 等 价 的 定义 ,这样 就 有 两 
个 可 能 的 回答 。 一 个 直接 由 定义 得 到 ,要 证 明 一 个 整数 是 从 
数 需 要 证 明 它 除 以 2 的 余数 是 0， 第 二 个 回答 根据 可 代替 它 
的 等 价 定义 , 应 该 证 明 这 个 整数 可 以 表示 为 2 的 整数 倍 ， 类 
似 地 在 顺 推 过 程 中 如 果 已 知 包 是 一 个 偶数 ， 那 么 根据 这 个 已 
知 就 有 了 两 个 可 用 的 真 命题 : 原来 的 定义 和 可 以 代替 它 的 定 
义 ， 虽然 在 抽象 地 回答 抽象 问题 (或 进行 顺 扒 ) 时 ， 像 例 工 那 
祥 有 多 于 一 种 的 途径 会 出 现 麻烦 ， 但 是 像 下 画 讽 子 的 证 明 那 
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， 样 , 有 时 它 也 可 能 带 来 方便 之 处 ， 

例 加 果 史 是 偶数 , 那么 w 也 是 偶 涩 , 

证 明 概 要 ”用 顺 推 - 倒 推 法 来 进行 ,提出 抽象 问题, “怎样 
才能 证 明 整 数 ( 即 m2?) 是 偶数 ?” 选 择 与 原来 定义 等 价 的 定义 ， 
证 明 能 表示 成 2 的 整数 倍 就 回答 了 这 个 问题 ， 管 案 可 由 
顺 淮 法 得 到 ， 因 为 % 是 偶数 ,利用 等 价 定义 , mn 涪 够 表 成 2 的 
整数 售 , 设 为 上 售 ( 即 % 一 28)， 由 此 

m=nn= (2k) (2k) = 4 = 2(2k2) 
这 就 已 经 证 明了 m2 能 表示 成 2 的 整数 倍 ， 即 2p* 倍 ， 从 而 完 
成 了 证 明 ， 当 然 ,对 这 个 问题 也 可 以 用 定义 5 来 解答 , 但 这 样 
做 要 困难 一 些 ， 

例 多 的 证 明 因为 % 是 偶数 ,存在 整数 使 n=2%. 因此 
"2 一 (2p) (28) 一 2(2722)， 从 而 2 是 偶数 ，/ 

在 作 顺 推 和 回答 抽象 问题 时 , 使 用 定义 是 最 常用 的 方法 ， 
掌 操 与 定义 等 价 的 命题 越 多 ， 在 顺 推 和 倒 推 过 程 中 供 选择 的 
命 天 就 会 越 多 ， 当然 , 等 价 命 逢 太 多 了 也 会 给 确切 地 选 出 一 
个 有 用 的 命题 造成 困难 。 

在 数学 中 谈 到 证 明 时 ， 你 经 常 要 过 到 以 下 四 个 术语 ， 论 
断定 理 、 引 理 和 推论 ， 论 断 是 你 试图 去 证 明 的 一 个 命题 . 这 
里 所 举 的 例子 都 是 论断 ， 有 些 论断 (主观 地 ) 认为 非常 重要 就 
把 它 叫 做 定理 ， 有 些 定理 的 证 明 可 能 很 长 , 便 经 常用 一 些 “ 片 
段 " 连 在 一 起 ， 例如 要 证 明 命题 “4 推出 B”， 首 先 必须 证 明 
“4 推出 0”， 再 证 明 “0 推出 D”, 最 后 则 可 得 到 “4 推出 By， 
这 些 论断 都 可 以 单独 分 离 出 来 , 并 把 它们 则 做 引 理 ， 换 名 话 
说 , 引 理 是 用 来 证 明定 理 而 预先 提出 的 论断 。 当 定理 建立 之 
后 ,常常 会 出 现 这 种 情形 有 些 论断 可 作为 定理 的 结果 而 立刻 

1》 逐 常 叫 命题 ， 但 为 了 与 前 面 已 经 用 过 的 命题 一 词 相 区 别 ， 我 们 把 它 叫 像 
论断 ， 一 一 译 者 注 


。23 。 


淮山 ， 这 样 的 论断 间 做 推论 ， 总 结 起 来 说 ， 论 断 是 你 试图 证 
明 的 真 命题 ,定理 是 重要 的 论断 , 引 理 是 为 了 用 来 证 明定 理 而 
预先 提出 的 论断 , 而 推论 是 由 定理 可 直接 推出 的 论断 . 
正如 某 些 数学 概念 不 用 正式 定义 而 被 接受 下 来 一 样 ， 某 
些 论断 也 不 用 证 明 而 被 承认 ， 这 种 不 用 证 明 而 承认 下 来 的 论 
断 叫 做 公理 ， 例 如 下 面 的 论断 就 是 一 个 公理 ;两 点 之 间 的 最 
短 距离 是 连接 它们 的 直线 段 ,” 公 理 的 进一步 讨论 已 超出 本 书 
的 范围. 
正如 定义 能 够 用 在 顺 推 和 倒 推 过 程 中 一 样 (前 面 已 经 作 
过 ), 论 断 也 是 这 样 ， 看 下 面 的 例子 
例 8 如 果 直 角 三 角形 BRST 两 直角 边 的 长 是 和 s ,条 
边 长 是 并 且 满 足 t= M27s, 那么 三 角形 RST 是 等 腰 三 角形 
(参看 图 中. 
证 明 概 要 ” 顺 推 和 倒 推 法 提出 的 
抽象 问题 是 : “怎样 才能 证 明 三 角形 
了 ( 即 BEST) 是 等 腰 的 ?” 回 管 之 一 是 利 
用 定义 8， 但 例 圭 已 经 证 明 了 了 YZ 是 
等 腰 三 角形 ， 由 这 个 结论 也 提供 了 另 
T 7 5 一 个 回答 ,这 就 是 用 对 三 角形 XYZ 
图 5 直角 三 角形 B87 相同 的 推理 来 断定 三 角形 RST 是 等 
腰 的 ， 容易 知道 ， 如 果 三 角形 RST 也 满足 例 T 对 三 角形 
YZ 所 作 的 假设 , 则 BST 必定 满足 对 三 角形 了 2 所 做 的 
结论 , 从 而 是 等 爵 的 . 
为 了 验证 三 角形 BST 满足 例 工 中 的 假设 , 首先 必须 将 这 
里 的 记号 与 便 工 中 的 记号 作对 比 ， 也 就 是 说 ， 对 应 的 边 长 是 
2 一 2 一 sz 一 二 这样, 要 验证 例 荆 的 假设 现在 是 满足 的 ,应 


该 看 出 三 角形 RST 的 面积 等 于 于 纪 或 者 等 价 地 说 ,应 该 证 
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明 卫 cs ~ 二 (因为 RST 的 放 积 是 二 7 

由 现在 的 假设 1 一 V273 作 版 的 ,能 够 证 明 于 ("3 一 也 
因为 只 要 两 边 平方 并 除 以 4 就 可 以 了 ， 不 要 忘记 例 1 的 假设 
中 还 要 求 BSY 是 直角 三 角形 。 但 RST 当然 是 直角 三 争 形 ， 
这 是 现在 的 假设 已 经 给 出 了 的 ， 

注意 ,如果 现在 的 三 角形 是 记 为 XY 了, 直 久 边 长 记 为 
中 斜 边 记 为 %， 在 将 它 与 催 工 的 三 角形 的 记号 作对 比 时 ， 
就 会 有 较 大 的 困难 ， 这 种 “巧合 的 ”记号 今后 可 能 会 出 现 . 
当 这 种 情形 出 现时 ， 最 重要 的 是 保持 这 些 记号 的 本 来 意 
义 . 

在 下 面 所 级 述 的 简练 证 明 中 ， 养 没有 和 写 出 对 记号 所 作 的 
对 比 . 

例 3 的 证 明 由 假设 = V575 得 到 六 一 27s, 或 者 等 价 地 
得 到 证 (的 一 去 (7s)， 由 此 ,直角 三 角形 RST 的 面积 = 
于 (， 这 已 满足 了 例 1 的 假设 ， 因 而 例 1 的 结论 对 三 角形 


RST 成 立 , RST 是 等 腰 三 角形 ，/ 

“利用 已 有 论断 的 结论 来 回答 抽象 问题 是 十 分 普遍 的 ， 不 
要 忘记 , 你 必须 将 现 有 的 记号 和 已 有 论断 的 记号 作对 比 ,验证 
已 有 论断 中 的 假设 是 成 立 的 . 

与 命题 4 紧密 相关 的 是 命题 4 的 否定 ， 即 命题 非 4( 有 
时 也 记 为 ~4)， 当 命题 4 是 假 的 时 , 非 4 是 真 的 , 反 过 来 也 
对 ， 在 第 10 章 将 更 多 地 讨论 命题 的 否定 ( 非 ). 

已 知 丙 个 命题 4 和 B, 已 经 学 过 了 命题 “4 推出 B” 的 意 
义 ， 此 外 还 可 用 其 他 方式 来 说 明 “4 推出 B”.， 例如 

(1) 当 4 是 真 的 时 ,了 3 也 必须 是 真 的 . 

(2) 8 由 4 推出， 
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(8) 了 是 二 的 必然 结果 ， 

(4) 对 于 卫 采 说 4 是 充分 的 。 

(5) 44 仅 当 卫 . 
有 以 下 三 个 命题 与 命题 “4 推出 B” 有 关 ， 

四 “了 推出 4?( 叫 做 道 命题)， 

(2)“ 非 4 推出 非 B”( 叫 做 否 命题 ). 

(8)“ 非 推出 非 4”( 叫 做 逆 否 命题)、 

用 表 1 可 以 确定 这 三 个 命题 在 什么 情形 下 是 真 的 ， 鲍 如 
对 逆 否 命题 “ 非 五 推出 非 4 来 说 ， 除 了 “推出 ”一 词 左边 的 命 
题 (就 是 非 B) 是 真 的 而 “推出 ”一 词 右 边 的 命题 就 是 非 4) 
是 假 的 这 个 情形 外 ， 在 其 余 所 有 情形 下 都 是 真 的 ， 可 参看 
表 3. 
注意 , 从 表 3 可 以 看 到 , 命题“ 非 B 推出 非 4” 是 真 的 的 条 
件 与 命题 “4 推出 B” 是 真 的 的 条 件 完全 相同 , 也 就 是 说 ,除了 
4 是 真 的 而 卫 是 假 的 这 一 情形 外 , 在 其 余 所 有 情形 下 它们 都 
是 真 的 。 由 此 就 得 到 一 个 新 的 证 明 方法 , 这 就 是 在 第 9 章 将 
要 讲 的 换 质 位 法 ， 对 于 道 命题 和 否 命题 也 可 给 出 类 似 于 表 8 
.的 真 值 表 , 把 它们 留 作 习 题 . 

这 一 章 讲述 了 许多 在 激 学 语言 中 使 用 的 术语 的 意 
义 ， 最 重要 的 是 指出 了 怎样 将 定义 和 怎样 将 已 有 的 论断 
用 到 顺 推 - 倒 推 法 中 ， 下面 便 可 以 学 习 更 多 的 证 明 方 法 


家 8 “ 非 B 推出 非 4” 的 真 值 表 
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注 ， 所 有 的 证 明 都 必须 有 证 明 概要 和 简练 的 证 明 . 

3.1 对 下 面 每 一 个 命题 中 的 结论 提出 一 个 抽 杂 问题， 

Cn 用 定义 抽象 地 回答 ， 

(2 将 这 个 回答 用 到 所 给 的 题 上 . 

(a) 如 果 % 是 奇数 ,那么 2 也 是 奇数 ， 

(b) 如 果品 5 都 是 有 理 数 ,并 且 .t 天 0, 那么 地 是 有 再 数 . 

(0) 设 w 5 6c, de。 和 了 都 是 实数 ，ad 一 bcx0， 如 果 
(zz 妇 ) 和 (wa, ga) 都 是 实数 对 , 且 满 足 

Quod 十 801 一 e， cmt+dyi=—f 
avatbya=e, cratoya=f 

那么 (wa 的) 等 于 (za ya)， 

(8) 如 果 % 是 大 于 1 的 正 整 数 , 并 且 2" 一 1 是 素数 , 那么 
mw 是 案 数 . 

(0) 设 % 一 1 mmm 十 1 是 三 个 连续 整数 ,那么 9 整除 它们 
的 立方 和 . 

3.2 对 下 面 每 一 个 命题 中 的 假设 ,用 定义 作 一 步 顺 推 . 

(a) 如 果 % 是 奇数 ,那么 忆 是 奇数 . 

(b) 如 果 s 和 是 有 更 数 ,着 且 1 一 0, 那么 于 是 有 再 数 ， 

(0) 如 果 BRST 是 等 边 三 角形 ， 那 么 它 的 面积 是 一 个 边 
长 的 平方 的 -3 售 . 

() 如 果 图 2 的 直角 三 角形 XY 了 2 满足 sinw 一 cogw, 屠 
么 72 是 等 腰 三 角形 . 

(e) 如 果 ww 5 6 都 是 整数 ,并 且 4 六 51c 郑 么 @|e. 
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3.8 对 以 下 命题 给 出 真 值 者 
(a)“4 推出 B” 的 逆 命 题 . 
(b)“4 推出 B” 的 否 命 题 . 
(a) 与 (b) 有 什么 关系 ? 
(e) 4 或 者 B( 即 4VB). 
(d) 4 并 且 B( 即 4 人 BB)， 
(e) 4 并 且 非 B( 即 4 入 (~B)). 
(f) ( 非 4) 或 者 B( 即 ~4VB). 
( 们 与 “4 推出 B” 有 什么 关系 ? 
3.4 对 下 面 的 每 一 个 命题 写 出 它 的 逆 命 题 , 否 命题 以 及 
逆 否 命题. 
(a) 如 果 % 是 使 m2” 是 偶数 的 整数 ,那么 % 是 偶数 . 
(b) 如 果 7 是 实数 ,并 且 使 ”一 2， 那么 " 不 是 有 理 数 ， 
” (6) 如 果 4BOD 是 有 一 个 角 是 直角 的 平行 四 边 形 , 那么 
ABOD 是 矩形 . 
(9) 如 果 对 角 # 有 sini~co8t, 并 且 0<t<m, 那 么 一 字 . 


8.5 求证 如 果 % 是 奇数 ,那么 mw 是 奇数 . 

3.6 求证 : 如 果 兄 是 奇数 ， 也 是 奇数 ， 那 么 mn 是 奇 
数 . 

3.7 求证 ， 如 果 “4 推出 B”, “B 推出 OP 那么 "4 推出 
OP 

3.8 求证 : 如 果 “4 推出 B”, “B 推出 O2 而 且 4O 推出 
4”, 那 么 4 等 价 于 B, 并 且 4 等 价 于 0. 

3.9 假设 有 一 个 用 命题 4 作成 的 定义 , 同时 具有 三 个 
可 以 代 管 它 的 定义 , 设 是 B, 0, 7D. 

(a) 要 证 明 4 等 价 于 这 三 个 可 以 代替 它 的 定义 中 的 每 
一 个 ,需要 作 多 少 个 证 明 ? 
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人 征明 :4 推出 本 < 推出 O>，“C 推 朋 D? 以 及 <D 
挫 出 4 要 作 多 少 个 证 明 ? 

(@) 试 述 为 什么 完成 了 (b) 中 的 证 明 ,就 可 以 建立 起 原 有 
定义 与 这 些 可 代 玖 的 定义 之 间 的 等 价 丛 (以 及 它们 中 的 每 一 
个 与 男 一 个 的 等 价 性 )? 

3.10 试 按 以 下 指定 的 方法 来 证 命 征 ， 如 果 直 角 三 角形 
UP 了 的 直角 边 长 是 好 2， 剑 边 长 是 w， 并 且 满足 sn 了 7 
V 到 ,那么 UV 是 等 要 三 角形 . 

(a) 利用 等 莉 三 角形 的 定义 ， 

(b) 验证 三 角形 OPTP 满足 例 1 的 假设， 

(@) 验证 三 角形 PT 满足 例 3 的 假设 ， 


4. 量词 一 一 上 构造 法 


在 前 一 章 已 经 看 到 , 定义 可 以 较 好 地 用 来 回答 抽象 问题 ， 
在 下 面 四 章 中 再 给 出 一 些 别 的 方法 ， 这 些 方法 用 来 表述 和 回 
答 当 命题 召 具有 某 些 特殊 形式 时 提出 的 抽象 问题 ， 

在 所 有 数学 分 支 中 都 反复 出 现 B 的 这 样 两 种 特殊 形式 ， 
它们 经 常用 一 些 意义 相同 的 关键 词 来 表达 ， 第 一 种 所 用 的 词 
是 “存在 ”(“ 有 一 个 ”,“ 存 在 某 些 ”)、 第 二 种 所 轩 的 词 是 “对 所 
有 的 ”对 每 一 个 ”，“ 对 任意 一 个 ”,“ 对 任何 一 个 ”)， 这 两 组 
词 都 电 做 量词 ， 第 一 组 叫做 存在 量词 ， 第 二 组 叫做 全 称 量 词 ， 
每 一 组 引出 它 特 有 的 证 明 方法 ， 这 一 章 讨 论 存在 量词 及 其 相 
应 的 证 明 方法 , 这 种 方法 叫做 构造 法 ， 全 称 量词 及 其 相应 的 
证 明 方法 将 在 下 一 章 讨 论 . 

在 许多 数学 命 古 中 , 存在 量词 的 出 现 是 十 分 自然 的 ， 回 
忆 一 下 定义 7, 在 那里 有 理 数 定义 为 能 表示 成 两 个 整数 之 比 
的 实数 , 其 中 分 母 不 为 零 ， 这 个 定义 正好 可 以 用 存在 量词 来 
表达 . 

定义 11 一 个 实数 7 是 有 理 数 , 当 且 仅 当 存 在 整数 p 和 


g (g#0) 使 得 ?一 上 

另 一 个 例子 是 偶数 的 另 一 个 定义 ， 它 是 一 个 整数 并 且 能 
袁 示 成 某 个 整数 与 2 的 乘积 ， 将 量词 用 到 这 个 命题 上 又 得 到 
一 个 定义 ， 

定义 18 整数 % 是 偶数 ， 当 且 仅 当 存 在 整数 使 得 %= 
2h. 
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下 面 的 例子 才 明 存在 量词 所 指 的 事物 有 可 能 多 于 一 个 ， 
理解 这 一 点 是 很 重要 的 ， 

定义 18 设 %w 是 整数 , 如 果 存 在 整数 6 使 得 n= 如 那 
么 % 叫 作 平 方 激 . 

可 以 看 型, 如 果 整 数 w( 例 旭 %=9) 是 平方 数 ,那么 甫 常 存 
在 的 两 个 值 满足 %= 加 (在 n=9 时 b=8 或 == 一 3)， 在 第 
11 章 中 将 较 多 地 讨论 唯一 性 ( 即 存在 的 事物 是 唯一 的 ). 

还 可 以 举 出 其 它 许多 能 用 存在 量词 的 例子 ， 但 从 已 举 出 
过 的 例子 已 经 可 以 看 到 ， 这 祥 的 命 古 通常 都 有 相同 的 基本 构 
造 ， 每 当量 词 “存在 ”或 “有 一 个 ”出 现时 ， 命 古 总 有 下 面 的 基 
本 形式 ， 

存在 一 个 具有 “ 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”， 使 得 “ 沫 件 事情 发 
生 ”. 

引号 中 风 词 由 所 考 碟 的 具体 命题 而 定 ， 所 以 必须 学 会 
读 、 鸣 别 和 写 出 三 者 中 的 每 一 个 。 有 时 也 把 事物 所 具有 的 性 
质 写 在 事物 之 后 ,并 在 它 的 前 面 加 一 个 逗号 ， 和 看 以 下 例子 ， 

人) 存在 一 个 整数 w>2, 使 得 2 一 Bw 十 6=0。 

事物 ， 整数 亿 . 
性 质 ; wz>2. 
发 生 的 事情 : 2 一 Bw 十 6=0. 

(2) 存在 实数 儿 和 y, m>0 并且 y>>0， 使 得 2w 十 3y=8 
和 6w--y=3. 

事物 : 实数 % 和 Yy. 
性 质 ; z>0, y>0. 
发 生 的 事情 :20 二 3y=8 和 5 一 % 一 8. 

在 数学 中 经 常用 符号 “3 作为 “存在 "一 词 的 简 守 , 并且 必 
符号 ”3 ”作为 词 “ 使 得 "的 简写 ， 下 面 的 便 子 说明 怎 详 仍 用 这 
两 个 符号 . 
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3. 习 角 如 3oost 一 万 
事物 : 角 款 
性 质 , 无. 
发 生 的 事情 ; cost 一 志 
可 以 看 出 ,“ 使 得 ”一 词 常常 放 在 要 发 生 的 那 件 事情 之 前 ， 经 
过 训练 之 后 要 能 够 流利 地 阅读 和 写 出 这 样 的 命题 . 

在 倒 推 过 程 中 , 当 遇 到 有 存在 量词 的 命题 时 , 机 证 明 这 个 
命题 是 真 的 , 可 以 通过 构造 法 来 进行 。 其 想法 是 (通过 猜测 、 
制造 以 及 设计 出 一 个 制作 程序 等 等 ) 构 造 所 要 求 的 事物 . 

当然 ， 必 须 证 明 构 造 的 事物 具有 (命题 中 ) 所 说 的 那 种 性 
质 , 并 且 使 (命题 中) 所 说 的 那 件 事情 发 生 ， 怎样 实际 地 构造 
所 求 的 事物 是 并 不 完全 清楚 的 , 有 时 要 经 过 试验 和 失败 , 有 时 
一 个 想法 就 能 够 造 出 所 要 求 的 事物 ， 这 一 切 都 决定 于 所 考虑 
的 具体 问题 。 但 必须 用 命题 4 浊 供 的 信息 来 帮助 完成 任务 ， 
事实 上 , 当 存在 量词 出 现时 , 在 多 数 情况 下 机 转向 顺 推 过 程 来 
产生 所 求 的 事物 ， 在 例 2 中 已 简单 地 运用 过 构造 法 , 为 了 说 
清楚 这 个 方法 , 下面 再 给 出 -一 个 例子 ， 

例 和 4 设 w,5, 0, ad, 6, 了 是 实数 , 并 且 ad 一 5c0, 那么 
两 个 线性 方程 oz 十 妈 一 和 oz 十 罗 一 了 对 w 9 可 解 ， 

证 明 概要 ”进行 倒 推 过 程 时 ， 你 应 该 知道 命题 了 是 不 是 
具有 所 讨论 的 形式 , 即使 存在 量词 并 没有 明显 地 出 现 ， 这 里 
的 命题 也 可 以 写成 明显 地 含有 存在 量词 的 形式 , 例如 写成 
“存在 实数 zz 和 yy, 使 得 mw 十 by=e 和 和 人 在 讨论 问 
题 时 经 常会 出 现 含有 “隐藏 量词 的 命题 ， 应 该 细心 地 对 待 这 
样 的 命题 , 

使 用 构造 法 ， 关 键 是 怎样 作出 两 个 实数 “和 纪 使 得 
qv+by~@0s 十 是 一 .如果 你 能 巧妙 地 “区 汪 "到 4 一 如 二 这 ， 
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y=- 寻 一 pe 当然 很 尼 运 ,但 是 仍然 必须 证 明 所 说 的 事情 发 生 ， 
这 里 是 验证 az 十 by 一 e 和 oz 十 dy 一 成立 ， 要 做 到 这 一 点 是 
不 难 的 ， 在 猜测 w, 9 的 这 些 值 时 ， 已 经 用 到 4 提供 的 信息 ， 
因为 它们 的 分 母 不 为 零 . 

虽然 这 种 “ 独 测 和 检验 ”的 途径 对 于 构造 所 要 求 的 2 和 y 
是 完全 可 以 毛 受 的 ， 但 它 一 点 也 没有 说 明 这 丙 个 特殊 的 什 是 
您 样 产 生 的 ， 而 许多 非 构 造 性 的 证 明 倒是 谈 到 了 这 一 点 ， 例 
如 , 要 得 到 和 y 的 什 , 可 以 从 方程 ao+ Bye。 和 ow+dy 一 下 
开始 ， 第 一 个 方程 乘 以 & 第 二 个 方程 染 以 2， 然后 从 第 一 个 
方程 碱 去 第 二 个 方程 得 到 (ed 一 50)z 一 9 一 8f, 再 利用 4 中 的 
信息 将 后 面 这 个 方程 除 以 ad 一 bc, 因为 由 假设 这 个 数 不 是 0 
这 样 便 得 到 4 一 此 二 外， 用 奖 似 的 过 程 也 可 以 得 到 y= 
好 名， 这 样 的 证 明 是 令 人 信服 的 。 即使 对 “用 英 似 的 过 程 
可 得 到 y= -加 二 他" 这 句 话 你 可 以 不 很 信服 ， 但 你 可 以 作出 
直接 证 明 ,其 中 就 有 了 % 是 怎样 得 到 的 细节 。 然而 无 论 是 直 
毛猪 测 出 wg 的 值 ， 还 是 用 刚才 的 方法 得 出 wm 9% 的 值 ， 都 必 
须 验证 对 这 两 个 值 , 有 aw 二 Bye 和 cz 十 由 一 六 只 有 作 了 这 
样 的 验证 才 是 完全 的 证 明 ， 

例 & 的 证 明 ”将 方程 we 十 2 思 =e 乘 以 吕方 程 cp 十 gmy = 让 
乘 以 然后 相 沽 ,得 到 (ed 一 0) 一 de 一 研 ， 类 似 地 得 到 y 一 
如 二 公 ， 对 于 wy 的 这 两 个 值 验证 它们 满足 cz 十 友 一 “和 
oz 十 0y 一 了 是 不 难 的 ， 刀 

对 于 处 理 有 存在 量词 的 命题 ， 构 造 法 并 不 是 唯一 可 用 的 
方法 ,但 却 是 经 常 运用 的 方法 ,所 以 应 该 认真 对 待 .为 了 能 成 功 
渴 运 用 构造 法 ,你 必须 成 为 一 个 “建筑 师 ”并 且 运用 你 的 创造 
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记 襄 来 构造 具有 所 说 
的 荣 情 能 够 发 生 . 你 的 “ 


‘ 物 ， 也 不 要 忘记 还 要 验证 所 说 
基础 ”由 4 中 所 提供 的 信息 组 成 . 


习题 


注 ， 所 有 的 证 明 邦 必须 有 证 明 玻 要 和 简练 的 证 明 ， 

4.1 对 下 列 每 个 命题 锥 别 出 事 物 .性 质 和 发 生 的 事情 . 

(a) 谊 马 拉 雅 山中 有 一 个 高 度 超过 20000 英尺 的 山峰 ， 
它 比 世界 上 其 他 山峰 颖 高 

(b) 存在 理 数 了 满足 oz 一 号 <+ 一， 

(e) 通过 间 线 了 外 的 点 了 存在 平行 于 了 的 直 组 也 

人 @) 在 0 和 可 之 间 存 在 + 使 得 sin#t=cost. 

(e) 在 两 个 实数 ”和 4 之 闻 存 在 不 同 的 有 理 数 ” 和 ,使 
得 | 一 s|<<0.001. 

4.2， 利 用 符号 人 "条 “3" 写 出 下 列 命题. 

(a) 如 果 三 角形 卫 了 YZ 有 两 个 边 的 长 相等 ， 那 么 三 角形 
XYZ 是 等 腰 的 、 

(b) 给 定 角 汪 能 投 到 第 加 它 的 正切 比 二 的 正切 大 , 

(e) 在 % 个 人 中 至 少 有 两 个 人 有 同样 多 的 朋友 . 

(8) % 次 多 项 式 p(@) 愉 好 有 2% 个 复 根 , 设 为 rz ra …， 
mw 对 于 它们 有 Pr) 一 … =p(rn) 一 0. 

4.3 (a) 证 明 存 在 整数 «使 得 2 一 惫 w+ 对 一 0， 这 梯 
的 叉 数 唯一 四? 

(b) 证 及 存在 滨 数 使 得 mo- 号 o+ 号 0， 这 样 的 实 
数 唯一 码 ? 
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4.4 求证 ， 如果 a5 和 6 阁 是 整数 ， 并 且 a12, bie, 溃 
slc. 


4.5 求证 ， 如果 各 部 是 有 再 数 ， 并 且 t0， 那 么 
了 也 是 有 理 效 ， 


5. 量词 一 了， 选择 法 


这 一 章 讨 论 选择 法 ， 对 出 现 量词 “对 所 有 的 ”的 命题 使 用 
这 种 证 鞭 方 法 ， 在 许多 数学 分 支 特别 大 在 集合 论 中 ,出 现 这 
种 命题 是 十 分 自然 的 ， 这 里 有 必要 用 一 些 时 间 来 讲 点 集合 论 
的 内 容 , 因为 它 典 型 地 说 明 量 词 “对 所 有 的 ”的 作用 . 

一 个 集合 就 是 一 些 事物 的 总 体 , 例如 数 1，4 和 7 作为 
一 个 总 体 来 看 就 形成 一 个 集合 ， 集 合 中 每 个 单个 的 事物 叫做 
这 集合 中 的 一 个 元 素 ， 并 且说 集合 中 的 元 素 在 这 个 集合 中 或 
届 于 这 个 集合 ， 通 常 将 元 素 放 在 一 起 (用 逗 点 分 开 ) 再 加 一 个 
大 括号 来 表示 这 个 集合 ， 这 样 , 数 1, 4 和 7 组 成 的 集合 写成 
{1, 4, 7}。， 为 了 表示 数 4 属于 这 个 集合 , 可 用 数学 符号 写作 
“4E {1 4, 7}”, 记号 “EC” 代替 了 “属于 ”这 个 词 ， 类 似 地 ,为 
了 表示 2 不 是 { 4, 7} 的 元 素 , 写作 “2{1, 4, ?}”. 

上 述 这 种 把 元 素 都 列举 出 来 的 方法 虽然 可 以 清楚 地 了 解 
集合 , 但 有 些 时 候 这 是 难以 办 到 的 ,因为 列 起 来 太 完 长 了 , 例 
如 写 出 了 和 100000 之 闻 的 每 个 整数 ， 当 一 个 集合 有 无 限 
多 个 元 素 时 (例如 大 于 或 等 于 0 的 实数 的 集合 )， 即 使 你 想 要 
完全 列 出 元 素 ， 实 际 上 也 不 可 能 ， 好 在 有 另 一 个 方法 来 描述 
这 种 “大 ”集合 , 这 个 方法 就 是 集合 的 构造 表示 法 , 它 用 语言 和 
数学 式 子 来 规定 集合 中 的 元 素 ， 例 如 把 所 有 大 于 或 等 于 0 的 
实数 的 集合 写成 8 一 {实数 ww 之 0}, 其中“ ”表示 “使 得 ” 而 
在 “:” 后 面 的 话 或 数学 式 子 就 规定 了 集合 中 元 素 所 应 具有 的 
性 质 (集合 的 规定 性 质 )、 人 怎样 才能 知道 一 个 竺 殊 的 事物 属于 
或 不 属于 这 个 集合 呢 ? 要 回答 这 个 问题 只 需 检 验 这 个 事物 二 
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答 活 足 集合 的 规定 性 质 ， 如 果 渡 足 则 它 属 于 这 个 集合 ,否则 
它 不 属于 这 个 集合 ， 例 如 , 要 知道 数 8 是 否 属于 集合 &, 只 要 
简单 地 把 每 一 处 的 “都 用 3 来 代替 ， 检 验 3 是 否 有 给 定 的 性 
质 . 在 这 里 3 属 证 吕 因为 3 是 实数 并 且 宇 0. 

有 时 集合 的 性 质 不 但 出 现在 “: ”的 右边 , 同时 也 出 现在 左 
边 ， 这 时 要 确定 特殊 事物 属于 集合 , 就 必须 检验 它 满足 左右 
两 边 的 规定 性 质 ， 例 如 , 设 卫 = {实数 % 宇 0, 吧 一 5 一 2 关 0}, 则 
一 1 不 属于 了 ,因为 虽然 一 1 满足 出 现在 “: 右边 的 规定 性 质 ， 
但 不 满足 在 “; ”左边 的 规定 性 质 ; 一 1 是 不 之 0 的 ， 

从 证 明理 论 的 观点 看 ， 规 定性 质 与 定义 起 着 完全 相同 的 
作用 要 回答 抽象 问题 “怎样 才能 证 明 事物 属于 一 个 给 定 的 
集合 ? "只 需 验 证 这 个 事物 满足 所 给 集合 的 规定 性 质 . 

这 样 讨论 集合 时 ， 会 出 现任 何事 物 都 不 满足 规定 性 质 的 
集合 , 例如 


{ 实 数 w 害 0: m2 十 3w 填 2 一 0} 
使 巡 十 3c 十 2 一 0 的 实数 只 有 w= 一 1 和 w= 一 2, 但 是 它们 不 
满足 “: ”左边 的 规定 性 质 ， 这 样 的 集合 叫做 空 集合 , 就 是 没 胡 
元 素 的 集合 。 用 符号 “OO” 来 表示 空 集合 . 
对 集合 论 来 说 , 之 所 以 要 用 量词 “对 所 有 的 ” 是 因为 同一 
个 集合 可 以 用 几 种 方法 来 表示 ， 例 如 集合 
人 一 { 实 数 ww 一 382 十 2<<0} 
T= {实数 2. <w<2} 
其 中 1<w<2 指 的 是 1<w 并且 ws<2， 两 个 集合 S 和 TT 是 
同一 个 , 自然 应 该 是 5S 的 每 个 元 素 在 T 中 出 现 ， 并且 反之 也 
对 .使 用 量词 “对 所 有 的 ”(“ 对 每 一 个 ”) 便 可 给 出 以 下 的 定义 ， 
定义 玛 集合 5 叫做 集合 人 的 子 集 合 ( 记 为 SET), 当 
且 仅 当 对 集合 S 中 的 每 一 个 元 素 z, 2 在 集合 中. 
定义 15 ”两 个 集合 8 和 和 叫做 相等 ， 当 和 且 仅 当 访 是 了 
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的 卫 供 合 并 且 了 是 S 的 子 集合 . : 

家 往 宁 定义 一 禅 , 这 两 个 定义 都 能 够 岂 来 罗 答 抽象 间 题 . 
一 个 定义 来 说 , 要 回 管 “怎样 才能 证 明 一 个 集合 ( 妈 8 是 
另 一 个 集 含 ( 即 四 ) 的 子 集合 ?要 证 明 5 中 的 每 一 个 元 素 2 在 
T 中， 下 而 可 以 看 到 , 运用 壕 择 法 将 能 够 “证 明 5 中 的 每 一 个 
元 素 ”在 正中 ”， 对 第 二 个 定义 ， 要 回答 “怎样 才能 证 时 两 个 
集合 8 和 J 相等 ? ”需要 证 明 避 是 生 的 子 和 集合 ， 并 且 卫 是 入 
的 子 集合 , 

在 集合 论 中 还 有 许多 其 他 情形 也 使 用 量词 “对 所 有 的 ” 
但 是 ， 由 所 说 的 这 些 例子 已 经 看 到 ， 这 种 命题 都 有 共同 的 结 
构 ， 当 量词 “对 所 有 的 ”“ 对 每 一 个 ”或 “对 任意 一 个 ”或 “对 任 
何 一 个 ”出 现时 , 命题 都 有 以 下 的 基本 形式 (请 与 上 一 章 对 照 ): 

对 每 一 个 (或 所 有 的 ) 具 有 “ 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”使 得 (或 
有 )“ 某 件 事 情 发 生 >， 引号 中 的 词 由 所 考虑 的 其 体 命题 而 确 
定 , 有 时 也 不 用 “使 得 "和 “有 ”这 两 个 词 。 必 须 学 会 阅读 ,书写 
利 辨别 这 三 个 部 分 .考察 以 下 例子 ， 

(1) 对 每 个 角 sin2# 十 cvs?t=1, 

事物 : 角 志 
人 性质， 没有. 
发 生 的 事情 ，sin2t 十 oc08*t 一 二， 
常常 用 记号 “Vv” 来 作为 “对 所 有 的 ”( 或 “对 每 一 个 ”等 等 ) 这 些 
词 的 尚 写 ， 下 面 的 例子 说 明了 这 个 记号 的 用 法 。 
(2) Y 实数 y>0, 习 一 个 实数 wz 一 y. 
事物 ， 实 数 y。 
人 性质，g%>0. 
发 生 的 率 情 : 习 一 个 实数 3327 一 y. 
商 P1 渚 到 ， 台 号 及 “使 得 ”( 或 “有 ”) 常 常 出 现在 发 人生 的 事情 之 
着 ， 当 使 用 词 “ 僻 得 ”或 “有 时， 有 时 也 把 事物 所 具有 的 性 
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质 写 在 率 物 之 后 , 并 在 它 的 前 面 加 一 个 名 号 、 有 时 景 词 是 ' 隐 
普 的， 例如 ， 命 是 “严格 地 在 0 和 地 之 间 的 任意 角 的 余下 大 
于 它 的 正弦 ”可 以 用 前 面 那 种 说 法 将 这 个 命题 改写 为 :“ 对 
每 一 个 角 刀 0<#< 子 ,有 cost>sin 扩 ,必须 经 过 练习 方 能 达 


到 熟练 闻 阅 读 和 写 出 这 样 的 命题 ， 

在 倒 挫 过 程 中 , 如 有 果 遇 到 的 命题 中 出 现 量 词 “对 所 有 的 ”， 
那么 要 证 明 这 个 命题 是 真 的 ,方法 就 是 列 出 具有 (命题 中 ) 所 说 
性 质 的 所 有 事物 ， 然 后 对 它们 中 的 每 一 个 试 着 证 明 ( 命 题 中 ) 
所 说 的 事情 发 生 ， 当 束 物 只 有 有 限 个 时 ， 这 是 一 个 合适 的 方 
法 . 然而 在 更 多 的 时 候 这 是 办 不 到 的 , 因为 列 出 所 有 的 事物 
太 宛 长 , 更 不 用 说 有 无 穷 多 个 事物 的 情形 了 ， 在 集合 论 中 已 
经 遇 到 过 这 种 困难 了 ， 在 那里 是 用 规定 性 质 描 述 集合 的 办 法 
克服 了 这 种 困难 ， 这 里 将 用 选择 法 来 克服 困难 ， 

选择 法 可 以 想像 成 一 个 证 明 机 器 ， 只 要 对 具有 所 说 性 质 
的 一 个 事物 实际 检验 出 所 说 的 事情 发 生 ， 那 么 对 每 一 个 具有 
所 说 性 质 的 事物 ， 它 就 有 重复 进行 的 能 力 。 如 果 有 了 这 梯 的 
机 器 ， 就 不 必 列 出 全 部 事物 (可 能 是 无 穷 的 ) 来 检验 了 ， 因 为 
已 经 知道 机 只 总 是 可 以 这 样 做 的 ， 选 择 法 也 说 明了 怎样 进行 
证 明 机 器 的 内 部 工作 . 

为 了 了 解 选择 法 的 机 器 ， 让 我 们 自己 来 起 证 明 机 器 的 作 
用 这 就 是 我 们 必须 有 能 力 取出 具有 所 说 性 质 的 任意 事物 和 
断定 所 说 的 事情 发 生 ( 参 看 图 6。 因此， 我 们 可 以 认为 在 所 
有 这 样 的 事物 中 取出 了 一 个 ， 但 要 注意 的 是 你 并 不 知道 它 究 
竞 是 它们 中 的 哪 一 个 , 你 所 知道 的 只 是 它 具 有 所 说 的 性 质 , 然 
盾 利 用 这 一 性 质 来 断定 所 说 的 事情 发 生 ， 为 此 由 所 说 的 性 硕 
册 发 作 顺 推 和 由 要 发 生 的 事情 出 发 作 倒 推 . 换 名 话说 ,所谓 
选择 法 就 是 选择 一 个 具有 所 说 性 质 的 事物 ,然后 用 顺 推 - 倒 扒 
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法 米 也 定 对 所 选择 的 这 个 事物 所 说 的 束 情 改 生 ， 这 样 证 明 栅 
器 就 有 能 力 对 具有 这 种 性 质 的 每 个 事物 给 出 重复 的 证 明 .， 


{ 具有 所 说 性 质 的 事物 ) 


Tox 


由 


所 说 的 事件 发 生 


图 6 关于 选择 法 的 证 明 机 器 


例如 ,在 某 个 证 明 中 ， 要 证 明 对 所 有 具有 人 性质 妇 一 3z 十 
2<0 的 实数 2 有 1<w<2.， 用 选择 法 时 应 该 在 这 样 的 实数 中 
选择 一 个 ,譬如 是 x/, 它 具有 所 说 的 性 质 ( 这 里 是 (w)? 一 3g 十 
2<0)， 由 (ww? 一 8w'+2<0 这 一 事实 出 发 作 顺 推 ,然后 断定 
对 于 w 所 说 的 事件 发 生 ,也 就 是 有 i<w <2. 

在 这 里 用 记号 “z” 是 为 了 区 别 于 一 般 事 物 “z”, 以 表示 它 
是 从 一 般 事物 “z”" 中 选择 出 来 的 ， 这 种 区 别 常 党 被 忽略 ( 即 一 
般 事 物 与 选择 出 的 事物 都 用 同一 个 记号 ), 所 以 在 理解 记号 的 
意义 时 必须 并 什 小 心 ， 看 下面 的 例子 ， 

例 5 设 5S={ 实 数 v vw 一 8m 十 2<0} 

T={ 实 数 v 1<w<2} 
那么 8=T. 

证 明 概 要 ”上 顺 推 - 倒 推 法 提出 抽象 问题 “怎样 才能 证 明 珊 
个 集合 (就 是 8 和 了 ) 相等 ?” 定 义 15 提供 的 回答 是 必须 证 明 
S 是 了 的 子 集 合并 且 T 是 5 的 子 集合 。 所 以 首先 试 着 证 明 
S 是 了 的 子 集 合 ,然后 证 明了 是 5 的 子 集合 . 
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为 了 证 上 如 是 允 的 村 沫 合 ， 担 当 朱 和 象 亲 居 “ 怎 标 才 能 证 
印 一 个 集 含 ( 即 8) 是 男 一 个 集合 ( 即 了 了) 的 子 集合 ”再 一 次 用 
前 面 的 定义 作 回答 , 必须 证 本 对 总 中 所 有 的 mw 有 % 在 中， 
这 个 新 命题 Bi 正好 是 含有 基 词 “对 所 有 的 ”的 命题 ， 所 以 应 
该 用 选择 方法 ; 取 一 个 有 所 说 性 质 的 事物 ,并 证 明 所 说 的 事情 
发 生 ， 在 这 里 应 该 选择 8 中 的 一 个 元 素 , 记 为 w% 利用 2 在 个 
中 的 事实 (就 是 它 满足 S 的 规定 性 质 ), 同时 利用 4 中 的 信息 
来 证 明 z 在 了 中 ， 注 意 ,， 不 能 在 S 中 选取 一 个 特定 的 元 素 ， 
例如 号 ， 也 要 注意 记号 * 的 双 直 用 法 , 它 表示 的 既是 一 般 的 
又 是 选择 出 的 事物 . 
命题 “vw 在 了 中 ”现在 成 为 一 个 新 合同 Bs, 再 将 抽象 过 程 
应 用 到 Bs, 得 到 抽象 问题 “ 怎 漳 才 能 证 明 一 个 元 素 ( 即 2) 属于 
一 个 集合 ( 即 了 了)”? 要 回答 这 个 问题 , 必须 证 明 ww 满足 7 的 规 
定性 质 { 即 i<w<2), 这 只 有 尽力 玉 衣 接 证 明了 ， 
现在 转向 顺 推 过 程 ， 可 以 用 4 中 的 信息 来 证 1<w<2， 
因为 已 经 假设 4 是 真 的 ， 还 可 以 利用 附和 六 的 信息 , 这 就 是 作 
倒 推 时 用 了 选择 法 , 而 选择 的 "是 & 中 的 元 素 ， 利 用 zw 在 8 
中 的 事实 , 由 集合 8 的 规定 性 质 便 得 到 人 2 一 382 十 2<<0， 分 解 
因 式 后 得 到 (w 一 2) (wz 一 1) 0， 而 两 个 数 之 积 <0, 只 可 能 一 
个 之 0， 另 一 个 <0， 换 句 话说 或 者 ww 一 2>0, zw 一 1<0 或 者 
2 一 2<0,2 一 1 之 0 第 一 种 情况 不 会 出 现 ,因为 如 果 这 样 就 有 
vz 之 2 和 2% 委 二 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 第 二 种 情况 必须 出 现 , 即 
7 和 2 和 z 产 1. 但 这 正好 是 倒 推 过 程 得 到 的 那个 最 后 命题 , 因 
而 它 证 明了 5 是 了 了 的 子 集合 。 为 了 完全 证 出 S=D， 还 要 证 
明了 是 8 的 子 集合 , 这 一 部 分 留 作 习题 . 
可 以 独到， 当 用 选择 法 时 ， 得 到 的 附 起 信息 已 经 放 到 4 
十 真 的 这 个 假设 中 ,这样 仁 吴 推 过 程 中 也 能 够 利用 这 个 附加 
Pr 。 


例 多 的 证 明 ”为 了 证 明 有 一人， 将 证 明 总 关 全 的 > 集 例 
以 及 了 是 BB 的 子 集合 . 为 了 独 出 吕 是 下 的 子 集合 , 令 了 是 中 
中 的 元 素 ( 用 “ 令 ? 这 个 词 时 ,常常 表示 已 经 使 用 了 竟 择 法 . ) 所 
以 za 一 38z 十 32 生 0， 从 而 (一 2) (zw 一 1) <0， 这 说 有; 或 者 2 一 
2>>0, 5 一 1<0 或 者 oz 一 3<0, oz 一 1>0， 但 前 者 不 可 能 发 生 ， 
因为 如 果 是 这 样 的 话 ， 就 有 22, z>1， 由 此 % 在 T 中 .了 
是 8 的 子 集合 的 证 明 就 省 略 了 .7 

选择 法 是 用 未 处 理 命题 中 出 现 了 量词 “对 所 有 的 ”的 证 明 
方法 ， 运 用 这 个 方法 时 , 选择 一 个 具有 所 说 性 质 的 事物 ,把 这 
一 点 作为 信息 附加 到 和 4 中 ,再 通过 顺 推 - 倒 推 法 来 证 明 所 说 的 


事 信和 发 生 ， 


习 题 


注 ， 所 有 证 明 都 必须 有 证 明 概要 和 简练 的 证 明 . 

5.1 对 下 列 定义 , 辨别 出 事物 .性质 和 发 生 的 事情 . 

(a) 设 了 (wm) 是 函数 ,vw"* 是 实数 ， 如 果 对 每 一 个 实数 有 
了 (zw) 了 (ww), 那么 说 vw* 是 jc) 的 最 大 值 点 . 

(b) 设 了 和 9 都 是 单 变量 函数 ， 咏 是 某 些 实数 组 成 的 集 
合 , 如果 对 集合 S 中 的 每 一 个 元 素 4%， 有 9%(c) 之 f(%) ,那么 说 
在 集合 S 上 g 之 ff. 

(6) 设 访 是 某 些 实数 组 成 的 集合 ,w 是 实数 , 如 果 对 总 中 
的 所 有 ww 有 ws 那么 说 入 是 8 的 上 界 . 

(d) 设 & 是 某 些 实 数组 成 的 集合 如果 实数 人 是 尽 的 
上 界 ,并 且 立 实数 se>0, 32E83z>w- 8s， 那么 说 米 是 及 的 
最 小 上 办 ， 

(8) 设 C 是 某 些 实数 组 成 的 絮 合 ,如果 对 0 中 每 一 个 % 
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和 每 一 个 y, 以 及 对 每 一 个 实数 二 0<t<1, 使 得 如 十 (1 一 各 y 
是 口中 的 元 素 ,那么 说 O 是 凸 集 合 . 

(f) 设 了 是 单 变量 函数 ,如 果 对 每 一 个 实数 % 和 每 一 个 

实数 y, 以 及 对 每 一 个 实数 1, 0<t<1, 推 出 
fltot (1—DY) < 0) + (f(y) 
那么 说 了 是 凸 函 数 . 

(g) 设 了 是 单 变量 函数 ，w 是 实数 ， 如 果 对 每 一 个 实数 
s>0, 存在 一 个 实数 56>>0, 使 得 对 记 有 具有 性 质 |w 一 y|<<6 的 
实数 y, 有 |f(z) 一 f(y) |<s, 那 么 说 f(z) 在 点 z 处 连续 . 

(h) 设 mw za， ax … 是 实数 。 如 果 对 所 有 实数 8 之 0, 习 
一 个 整数 允 3V 整数 k>W, 有 有 |x 中 一 2| 过 6, 那 么 说 数列 5， 
z2，… 收 敛 于 z. 

5.2 对 习题 5.1 的 每 一 个 小 题 , 试 述 怎 样 用 选择 法 ， 要 
求 用 不 同 的 记号 来 区 别 一 般 事物 和 从 一 般 事物 中 选 出 的 事 
物 ， 例 如 对 习题 5.1(a), 为 了 证 明 w* 是 函数 了 的 最 大 值 点 ， 
应 该 选择 一 个 实数 , 记 为 vw', 然 后 对 它 证 明了 lw 沾 <f(w*)， 这 
样 ,将 选择 法 用 到 5.1(a) 上 的 回答 是 ,，“ 令 vw/ 是 实数 , 要 证 明 
jos 

5.8 考察 证 明 题 “ 对 具有 某 种 性 质 的 每 一 个 z， 有 某 件 
事情 发 生 ”, 对 这 个 题 运 用 选择 法 和 运用 顺 推 - 倒 推 法 证 明 “ 如 
果 “是 有 所 说 性 质 的 事物 , 那么 所 说 的 事情 发 生 ”， 这 两 种 作 
法 为 什么 是 相同 的 ?引号 中 的 两 个 命题 有 怎样 的 关系 ? 

5.4 尽 可 能 利用 简写 符号 Y, 习 , 改写 以 下 命题 . 

(a) 有 的 山峰 比 细 的 每 一 个 山峰 都 高 

(b) 如 时 是 角 ， 那 么 可 推出 sin 一 2sintoost( 提 示 ; 
利用 习题 5.3). 

(6) 任意 两 个 非 负 实数 p,9 的 平方 根 都 小 于 等 于 它们 的 
和 的 一 半 , 


。 4 ， 


(d) 如 果 2 和 9 是 实数 , zx<y， 那么 存在 一 个 有 理 数 六 
便 得 z<7r<%. 

5.5 要 证 明 以 下 命题 是 用 选择 法 还 是 用 构造 法 ?如 果 两 
个 方法 都 用 ， 那 么 按 什 么 顺序 来 用 ? 间 时 说 明 是 怎样 具体 用 
的 ? 

(a) 存在 实数 戏 >0， 使 得 对 实数 集合 & 中 的 所 有 元 素 
vs, 有 |z| 志 XY. 

(b) 对 所 有 实数 用 0， 在 实数 集合 S 中 存在 一 个 元 素 
2 伍 得 |z| >. 

(e) Y 实 数 se>0, 习 一 个 实数 3>03Ylz-gy|<3 的 “和 
2 有 | fo) 一 oO)1<s( 其 中 了 是 单 变量 函数 ). 

5.6 对 例 5 的 8 和 7T, 证 明 TES. 

5.7 求证 ， 对 每 一 个 实数 2>2, 存在 一 个 实数 y<0, 使 


2 
得 2 T+ 


5.8 求证 ， 如 果 m 和 4 是 实数 , 注 是 函数 Jo) 一 mx 十 
b, 那 么 了 是 凸 函 数 (提示 :; 利用 习题 5.1(f) 中 的 定义 )。 


6. 量词 一 -II， 归纳 法 


在 上 一 章 中 , 已 经 学 过 当 命题 中 出 现 量词 “对 所 有 的 ” 
时 , 怎样 运用 选择 法 ， 命题 B 还 有 一 种 很 特殊 的 形式 , 对 它 
可 以 运用 一 种 单独 的 证 明 方法 ， 这 就 是 众所周知 的 数学 归纳 
法 . 当 B 具 有 以 下 形式 时 最 适合 用 归纳 法 。 这 种 形式 是 

对 每 一 个 整数 n>1,“ 某 件 事 情 发 生 ”，” 这 里 所 发 生 的 事 
情 是 与 % 有 关 的 某 个 命题 ,例如 下 面 的 命题 . 

对 所 有 束 数 n>1， 祠 p 一 全 号， 

其 中 Dh 十 2 二 二 mn 

在 考虑 能 否 用 数学 归纳 法 时 ,要 看 命题 是 否 有 关键 词 “ 整 
数 ” 和 “大 于 或 等 于 2， 

为 了 证 明 这 种 命题 , 可 以 这 样 设想 , 从 m=1 开始 ,对 每 个 
整数 作 一 个 命题 , 作出 无 穷 多 个 , 然后 分 别 证 明 每 一 个 命题 ， 
对 于 列 在 前 面 的 命题 通常 是 容易 验证 的 ， 但 问题 是 怎样 验证 
第 % 个 和 第 % 个 以 后 的 命题 ， 例 如 ,对 所 说 的 例子 , 列 出 的 命 


题 是 
PO D-H 1 


PW): Dh- , mit2-8 


PG)， Dh B+, 1+t2+3-6 


k=1 


7 


PO， 安 p= et 


1 2 


归纳 法 就 是 证 明 这 种 可 列 成 无 穷 多 个 命题 的 巧妙 方法 . 
像 选 挥 法 一 样 ， 归 纳 法 可 想像 成 一 个 自动 解 是 的 机 器 ， 从 
PCD 开 始 , 它 按照 一 个 程序 逐步 地 证 明 可 证 的 每 个 命题 它 
是 这 样 工作 的 , 用 验证 了 (1) 是 真 的 米 开动 宙 器 , 对 于 所 说 的 
例子 验证 了 (了 ) 是 很 容易 的 ， 然 后 将 了 (了 ) 输 入 机 器 ， 它 利用 
(了 ) 是 真 的 这 个 事实 自动 证 明 (是 真 的 . 再 取 卫 (2) 并 将 
它 输入 机 器 ， 它 再 一 次 利用 了 (2) 是 真 的 这 个 事实 得 到 卫 (8) 
是 真 的 的 结论 ， 如 此 继续 下 去 (参看 图 7). 

可 见 ， 当 机 器 在 证 明 P(n 十 1) 是 真 的 时 已 经 (由 前 一 步 ) 
证 明了 忆 (m) 是 真 的 、 因此， 要 造 出 这 样 的 机 器 ， 可 以 假设 
了 (mw) 是 真 的 , 但 重 此 的 任务 是 说 明 P(n 二 1) 也 是 真 的 ， 同 时 
记 住 ,为 了 使 整个 过 程 有 一 个 开头 , 必须 验证 P(T) 是 真 的 

也 就 是 说 , 使 用 归纳 法 的 证 明 由 两 步 组 成 ,第 -- 步 是 验证 
命题 P(1) 是 真 的 ,将 命题 中 的 每 一 个 直接 用 1 来 代替 就 能 
够 办 到 ， 通 常 要 验证 一 个 复杂 的 命题 在 w= 1 时 是 真 的 , 只 要 
对 这 个 命题 作 一 些 不 大 的 改写 就 行 了 . 

第 二 步 要 复杂 得 多 , 要 求 利 用 PC 是 真 的 的 假设 来 得 到 
了 (nm 寺 是 真 的 的 结论 ， 这 一 步 有 一 个 标准 的 作法 ， 首先 写 
出 命题 了 (wn 十 起 ， 因为 已 经 假设 P(n) 是 真 的 并 且 希 要 断定 
了 (n+1) 是 真 的 , 所 以 应 该 试 着 将 命题 Plw 十 1) 用 卫 (n) 来 改 
写 ( 像 下 面 所 作 的 那样 ) ,改写 之 后 就 可 以 利用 王 (m) 是 真 的 的 
假设 来 进行 。 当 证 明 出 了 Cn 二 1) 是 真 的 , 整个 证 明 也 就 完成 
Ts 

例 6 对 每 个 占 数 a>1, 局 1 2 
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证 明 概 要 ”用 归纳 法 时 ， 将 命题 用 P(m) 来 表示 是 有 益 
的 ， 在 这 里 是 验证 P(1 混 真 的 
PWD)， jp- 半 只 : 


归纳 法 的 第 一 步 是 验证 了 (四 ,在 P(1) 是 真 的 
P (n) 中 每 一 处 都 用 工 来 代 蔡 和 
得 到 
1 1(1+1 
P(N, -并 寺 . 


这 个 命题 容易 验证 ,因为 


训 h-1-1《 寺 . 
hel 


这 一 步 通 常 都 是 很 容易 的 ， 在 简 。 《、 ”2) 下 的 
练 的 证 明 中 ， 常 用 简单 说 法 “对 、 


n 一 工 命题 蜡 然 是 寅 的 ” 而 将 这 一 
步 的 证 明 省 略 , 

第 二 步 是 很 复杂 的 ， 因 为 必 
须 利用 P(n) 是 真 的 的 假设 来 得 
到 PCna 十 七 是 真 的 的 结论 ， 最 好 六 入 
的 办 法 是 将 Pln) 中 每 一 处 的 m y 


用 m+1 代 入 ,并 且 必要 的 话 作 一 | wm | 
点 改写 ， 这 里 是 


Plnt+1), 吕 
一 (m+) [Cn 
十 蕊 十 菇 


Pfn+1) 是 真 的 


-nt1) m+2). 
为 了 得 到 了 Ww 二 1) 是 真 的 这 一 结 ”图 7 关于 归纳 的 证 明 机 器 


。 好。 


论 , 应 该 把 也 (十 切 的 等 号 左边 者 示 成 等 号 右边 的 形式 ， 芝 
做 到 这 一 点 可 以 利用 命题 PC 中 的 信息 ,将 了 人 na 十 了 的 等 号 
左 器 与 P(n) 的 等 号 左边 联系 起来， 然后 就 可 以 利用 Pw) 的 
等 号 右 端 了 ， 在 此 例 中 

(SF)+ntb). 
现在 利用 P( 习 是 真 的 的 假设 , 净 访 用 Cs 2 代替 ,得 到 


n+ 


富 4=[ n GD |+ (十 了 


剩 下 的 就 是 作 一 点 改写 ， 将 [ ns- 芒 ] + (n+1) 写成 
-GTA 二 2 这 样 就 得 到 卫 (n-+1) 的 等 号 右 端 ， 所 作 的 改 
写 是 以 下 的 恒 等 变 换 
到 办 (nt+1) 十 (mn 十 1) -去 (mw2 十 m) + 王 2(n+1) 
一 圭 G2-gn 二 对 
-二 (+l) (n+2). 


总 结 起 来 便 有 
工 十 2 十 … 十 (十 二 一 代 十 … 十 %) 十 (nm 十 二 


-地 n(n+1) + (n+t1) 


工 / 9 
-0 +8n+2) 
a (n+1) (n+2). 


有 没有 能 力 将 了 (mn 十 1) 与 PCn) 联系 起 来 ， 从 而 能 够 利用 
了 fm) 是正 的 的 归纳 假设 ,决定 了 归纳 法 证 明 能 不 能 取得 成 切 ， 
假如 不 能 将 卫 m 十 切 与 忆 ow 联系 直 来, 那 上 只好 寄 希 望 于 别 的 


，48 = 


Rl 性 涪 


证 明 方法 了 . 
例 6 的 证 明 对 闻 %m 命题 虽然 是 真 的 ， 假 设 命题 对 


于 nn 是 真 的 (就 是 说 142 十 …+4 一 二 n(n 十 1) ), 卷 么 
1 二 2 十 … 十 %w 十 (mn 十 11) 一 引 十 … 十 0) 十 (rw 十 1) 
-上 n (nt1) + 要 2(n+1) 


1 7 9 
"3 (十 82 十 2) 
1 
一 亏 %+1) (w+2). 


这 就 是 P(n+1). 

运用 归纳 法 时 , 并 不 一 定 要 求 % 的 第 一 个 值 是 1. 例如 对 
于 命题 "对 所 有 整数 "之 5. 2">n” 也 能 用 归纳 法 证 明 , 这 只 需 
作 这 样 的 修改 ， 用 多 的 第 一 个 值 验证 P(w) 来 开动 证 明 机 器 ， 
对 所 说 的 命题 , 第 一 个 值 是 w%= 所 以 要 验证 2>59( 这 是 当 
然 成 立 的 , 因为 ”一 32, 而 中 一 25). 归纳 法 证 明 的 第 二 步 不 
变 , 仍然 是 证 明 : 如 果 卫 (w) 是 真 的 ( 即 2">>w2) ,那么 PP(m 二 1 
也 是 真 的 ( 即 2> (mn 十 1)”)， 在 进行 这 一 步 证 明 时 ,必要 时 
也 要 利用 n>5 的 事实 ， 

当 发 生 以 下 情况 时 还 可 以 将 归纳 法 的 基本 形式 作 另 一 种 
修改 , 这 就 是 不 能 将 了 (mn 十 D) 和 了 (m) 联系 起 来 ,但 却 能 将 
P(n+1) 和 了 (J) 联 系 起 来 , 这 里 的 j<n， 在 这 种 情况 下 , 希 
望 利用 卫 (j) 是 真 的 来 证 明 P(m) 是 真 的 ， 但 实际 上 能 假设 
已 (J) 是 真 的 吗 ? 回答 是 肯定 的 ， 为 了 理解 为 什么 会 这 样 , 回 
忆 一 下 证 明 机 器 ， 当 机 器 要 证 明 Pw 十 1) 是 真 的 时 , 已 经 肯 
定 了 命题 (1),…, 了 (办,…,P(w) 都 是 真 的 ( 见 图 7). 因此 ， 
当 要 证 明 P(m+1) 是 真 的 时 ,能 够 假设 Plm) 以 及 它 前 面 的 所 
有 命题 都 是 真 的 。 这 种 证 明 方法 叫做 一 般 归 纳 法 . 


在 应 用 中 , 归 编 法 是 一 个 很 有 用 的 方法 ， 但 也 要 了 解 到 ， 
归纳 法 不 能 帮助 你 通过 特殊 的 命题 了 (1) ，P(2)… 来 发 现 一 
般 命 题 已 oo) 所 应 有 的 形式 . 归纳 法 只 能 用 来 验证 一 个 给 定 
的 命题 了 (n) 对 之 某 个 开始 整数 的 所 有 整数 % 来 说 是 真 的 , 归 
纳 法 成 功 的 关键 在 于 有 能 力 将 Pw 十 1) 与 Pm) 或 与 Pm) 之 
前 的 某 个 命题 联系 起 来 ， 还 要 验证 命题 对 % 所 取 的 第 一 个 值 


习 题 


注 ， 这 一 童 的 证 明 不 要 求 写 证 明 概 要 . 

6.1 对 以 下 命题 能 直接 用 归纳 法 吗 ? 如 果 不 能 用 , 请 说 
明理 由 . 

(a) 对 每 一 个 正 整 数 %8 整除 名 二 28 二 1 

(b) 存在 一 个 整数 m>>0, 使 得 2n>m2., 

(6) 对 每 个 整数 w>1， 可 推出 1 (11) 十 2 (21) 十 … 十 
% 人 nm1) 一 (n 十 1)1 一 (注意 :nw!1 =n(n 一 1…1). 

(d) 对 每 个 整数 n 宇 4, n!>>n2 

(e) 对 每 个 实数 n>1, 2 >>m， 

6.2 (a) 在 什么 情况 下 并 且 为 什么 宜 要 用 归纳 法 代替 
选择 法 ? 

(b) 为 什么 不 能 将 归纳 法 用 于 以 下 形式 的 命题 ， 对 每 一 
个 “具有 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”“ 某 件 事情 发 生 ”. 

6.3 用 归纳 法 证 明 ， 对 每 一 个 整数 mwPT 有 1(11) 十 … 
+n(n!)= (nt+1)!—1, 

6.4 用 归纳 法 证 明 , 对 每 一 个 整数 n>5, 2">>m. 

6.5 用 归纳 法 证 明 ，ni>1l 个 元 亲 的 集合 有 2" 个 子 集合 
(包括 空 集合 在 内 ). 
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6.6 不 用 归纳 法 证 明 ， 对 每 个 整数 n>>1，1+2 十 … 十 


上 
% 一 本 9 十 功 ， 


6.7 用 证 明 以 下 两 步 的 方法 证 明 ,对 每 一 个 整数 ”>>1， 
6 整除 光一 mw 这 两 步 是 , (了 对 mn 一 1 命题 是 真 的 ; (2) 如 果 命 
题 对 nn 一 1 是 真 的 ,那么 它 对 % 也 是 真 的 . 

6.8” 试 述 一 个 修改 了 的 归纳 法 ,能 够 用 它 来 证 明 以 下 形 
式 的 命题 . 

(a) 对 << 某 个 整数 不 的 所 有 图 数 , 某 件 事情 发 生 ， 

(b) 对 每 个 整数 , 某 件 事情 发 生 ， 

(0) 对 每 个 正 奇数 , 某 件 事 情 发 生 . 

6.9 下 述 “所 有 马 都 有 相同 颜色 ”的 证 明 有 什么 错误 ? 

证 明 ” 设 有 交 匹 马 ， 当 一 时 命题 显然 是 真 的 , 因为 不 
管 是 什么 颜色 , 一 匹 马 的 颜色 是 相同 的 ， 假设 任意 % 匹 马 的 
马 群 有 相同 的 颜色 , 现在 考察 有 "十 1 匹 马 的 马 群 ， 在 它们 当 
中 任 取 % 个 ,归纳 假设 说 明 这 % 匹 马 有 相同 颜色 ,譬如 说 是 棕 
色 前 ， 问 题 仅 出 在 剩 下 那 匹 “不 知 颜色 的 马 ” 是 什么 颜色 因 
此 ,再 考察 另 一 个 马 群 , 它 由 所 说 的 w 二 二 匹 马 中 的 色 匹 组 成 ， 
但 其 中 包括 了 那 匹 不 知 颜色 的 马 。 再 一 次 由 归纳 假设 , 这 群 
马 也 必须 有 相同 的 颜色 。 因此 这 群 马 的 颜色 都 是 尺 色 的 ， 从 
而 这 匹 不 知 颜色 的 马 也 必定 是 棕色 的 ， 


7. 量词 一 一 LV， 特 殊 化 法 


在 前 三 章 中 , 已 经 看 到 当 命题 B 中 出 现 量词 时 是 怎样 进 
行 证 明 的 。 这 一 章 将 提出 一 种 方法 来 闹 明 在 命题 4 中 出 现 
量词 时 怎样 进行 证 明 ， 当 命题 4 中 出 现 量词 “存在 ”时 , 它 总 
有 下 面 的 标准 形式 . 

存在 一 个 具有 " 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”"， 使 得 “ 某 件 事情 发 
生 ”， 

当 用 硕 推 - 倒 推 法 证 明 “4 推出 B” 时 ， 已 经 假定 4 是 真 
的 ， 便 可 以 直接 利用 这 些 信 息 假设 确实 存在 一 个 具有 这 种 性 
质 的 事物 ,使 所 说 的 事情 发 生 . 在 做 证 明 时 可 以 说 ;“ 令 2 是 
一 个 具有 这 种 性 质 的 事物 ， 而 且 它 使 所 说 的 事情 发 生 …. ”在 
项 推 过 程 中 利用 这 个 事物 的 存在 而 得 出 B 是 真 的 的 结论 . 

` 更 有 兴趣 的 是 命题 4 中 出 现 量词 ?对 所 有 的 ”的 情形 , 在 
这 种 情形 下 , 4 的 标准 形式 是 ， 

对 所 有 具有 “ 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”, 使 “ 某 件 事情 发 生 ,” 

为 了 利用 这 种 信息 ， 有 一 个 典型 的 方法 , 称 为 特殊 化 法 ， 
由 于 假设 4 是 真 的 ， 便 知道 对 于 所 有 具有 这 种 性 质 的 事物 ， 
会 使 所 说 的 事情 发 生 . 因此 ,如 果 在 倒 推 过 程 中 遇 到 一 个 具 
有 这 种 性 质 的 事物 , 那么 用 4 中 的 信息 就 能 够 断定 对 于 这 个 
特殊 的 事物 ， 这 件 事 情 一 定 发 生 ， 从 而 可 用 这 一 点 来 得 出 B 
是 真 的 的 结论 ， 换 句 话 说 , 可 以 把 命题 4 特殊 化 到 一 个 具有 
这 种 性 质 的 特殊 事物 上 ， 便 如, 如果 知 道 对 于 每 一 个 角 志 有 

sin2#+ ce0s2$=I 
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郊 么 对 于 一 个 特殊 的 风 , 比 如 5 一 宇 ,全 能 饮 得 出 结论 
ina 和 十 cos 下 一 
Sin 天 十 008 本 国 


下 面 将 用 一 个 例子 来 说 明 怎 样 应 用 特殊 化 法 . 

定义 16 如 果 对 于 某 些 实 数组 成 的 集合 T 了 的 所 有 元 素 
如 有 t<w, 那么 说 实数 公 是 集合 全 的 一 个 上 界 ， 

例子 如 果 刀 是 某 些 实数 组 成 的 集合 S 的 子 集合 , v 是 
有 的 一 个 上 界 , 那么 % 是 圣 的 一 个 上 界 . 

证 明 概要 顺 推 - 僵 推 法 提出 的 抽象 问题 是 “怎样 才能 证 
明 一 个 实数 (就 是 忆 是 某 些 实 数组 成 的 集合 (就 是 B) 的 一 个 
上 界 ?” 用 定义 16 来 园 答 这 个 问题 ， 应 该 证 基于 号 中 所 有 
元 素 有 7?<wu， 倒 推 过 程 中 出 现 量 词 ? 对 所 有 的 ”, 则 提示 我 
们 用 选择 法 ， 于 是 在 及 中 选择 一 个 元 素 ， 设 是 "， 对 于 这 个 
7, 必须 证 明 7<w 

现在 转 到 顺 推 过 程 ， 将 看 到 怎样 用 特殊 化 法 得 到 所 希望 
的 结论 , 即 "<w， 由 怠 是 5 的 子 集合 的 假设 , 根据 定义 14， 
知道 召 中 的 每 一 个 元 素 都 在 8 中 ， 在 倒 推 过 程 中 ,已 经 有 了 
五 中 的 特殊 元 素 "， 因 此 用 特殊 化 法 就 得 到 了 7 在 & 中 的 结 
论 . 

又 假设 % 是 8 的 一 个 上 界 ,根据 定义 16,， 这 就 意味 
着 对 于 S 中 的 每 一 个 元 素 s, 有 s<wuw， 量词 “对 每 一 个 ”在 
顺 推 过 程 中 出 现 ， 提 示 我 们 用 特殊 化 法 . 前 面 已 经 证 明 
了 7 是 。 的 一 个 元 素 , 所 以 用 特殊 化 法 就 能 断定 "<w， 因 为 
“sz 是 在 倒 推 过 程 中 最 后 得 到 的 命题 ， 所 以 证 明 到 此 完 
成 

注意 ， 当 用 特殊 化 法 时 ， 必 须 非常 仔细 地 保持 记 法 和 记 
号 .同时 , 将 命题 特殊 化 到 某 个 特殊 事物 上 时 , 这 个 事物 一 定 
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要 具有 所 说 的 那 者 性 质 ， 因 为 只 有 这 珍 才 能 得 出 所 说 的 这 4 
事情 发 生 的 结论 . 

在 下 面 的 简练 证 明 中 ,没有 详细 指出 使 用 的 方法 是 顺 推 - 
倒 推 法 , 还 是 选择 法 和 特殊 化 法 . 

例 ? 的 证 明 要 证 % 是 忆 的 一 个 上 界 , 令 * 是 及 中 的 一 
个 元 素 (用 “ 令 ” 这 个 词 表 明 已 经 使 用 了 选择 法 )， 根据 假设 ， 
互 是 5 的 子 集 合 ， 所 以 + 也 是 5 中 的 元 素 (此 处 使 用 了 特殊 
化 法 )， 此 外 根据 是 5S 的 一 个 上 界 的 假设 ， 对 5 中 每 一 个 
元 素 s, 有 s<wu， 因 为 + 是 8 中 的 一 个 元 素 , 所 以 "<w, (这 里 
再 一 次 用 了 特殊 化 法 ).，/ 

为 了 处 理 在 和 4 或 BB 中 出 现 的 量词 ,这 一 章 和 前 三 章 提出 
了 各 种 方法 . 究竟 该 使 用 哪 种 方法 , 通常 由 命题 的 形式 来 决 
定 。 当 B 中 出 现 量 词 “存在 ”时 ， 用 构造 法 来 产生 所 希望 的 事 
物 ， 当 加 中 出 现 量词 “对 所有 的 ”时 用 选择 法 但 要 将 这 种 
情形 除外 ,这 就 是 要 证 明 的 B 是 从 某 一 个 整数 开始 对 所 有 整数 
成 立 的 命 古 ， 在 这 种 情形 下 , 归纳 法 似乎 更 有 效 , 只 要 能 够 将 
对 n+ 的 命题 与 对 % 的 命题 相 联 系 ， 最 后 ， 如 果 在 4 中 出 
现 量 调 “ 对 所 有 的 ”， 通常 都 使 用 特殊 化 法 ， 在 用 特殊 化 法 时 ， 
要 证 实 所 考虑 的 特殊 事物 确实 具有 所 说 的 性 质 ， 因 为 只 有 这 
样 ,所 说 的 事情 才 会 发 生 . 

到 此 为 止 ， 所 有 的 材料 都 是 围绕 着 顺 推 - 倒 推 法 而 
组 织 的 ， 下 面 将 看 到 用 来 证 明 “4 推 出 妨 ' 的 另外 一 些 方 
法 ， 


习 题 


注 ， 所 有 的 证 明 都 必须 有 证 明 概 要 和 简练 的 省 
明 . 
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7.1 解释 选择 法 和 特殊 化 法 两 者 之 间 的 不 同 . 

7.2 对 下 面 每 个 命题 和 给 出 的 事物 , 这 些 事物 必须 具有 
什么 性 质 才能 使 用 特殊 化 法 ? 当 事 物 具有 所 给 性 质 时 , 关于 这 
个 事物 能 得 出 什么 结论 ? 

(a) 命题 Y 整数 n 之 5, 有 2">nm2. 

给 出 的 事物 ，”m. 
(b) 命题 ， 对 于 S 中 的 每 一 个 元 素 mw 如 果 |z| <5, 那么 
zw 在 了 中. 
给 旱 的 事物 ，Y. 
(0) 命题 ， ye>0, 33>0，3Y 满足 
|z 一 外 <8 的 y, 有 |j(o) 一 GOD)1<s 
(其 中 8，s， w 和 y 都 是 实数 ,f 是 单 变量 函数 )， 
给 出 的 事物 ，s 

(d) 命题 ， 任 何 一 个 面积 是 其 对 角 线 长 度 平 方 的 一 半 的 

人 即 形 是 正方 形 . 
给 出 的 事物 ， 四 边 形 QRST， 
(e) 命题 ， 对 任何 角 如 0<t<< 守 ,有 cost>sint 


给 出 的 事物 ， 三 角形 RST 的 角 8. 

7.8 求证 ， 如 果 卫 是 有 8 的 子 集合 , 并 且 5S 是 了 的 子 集 
合 , 那么 忆 是 2 的 子 集合 . 

7.4 求证 ， 如 果 S 和 是 凸 集合 (见习 题 5.1 (e)), 那 
么 8 与 人 的 交集 合 是 一 个 凸 集 合 ， 

7.5 求证 ， 如果 于是 单 变量 的 凸 函 数 (见习 题 5.1(f))， 
那么 对 于 所 有 实数 3>0， 函 数 sf 是 凸 函 数 《〈 此 处 函数 :7 在 
点 % 的 值 是 sf(w)). 

7.6 求证 ， 如 果 了 是 单 变量 的 凸 函数 (见习 题 5.1(f))， 
4 是 一 个 实数 , 那么 D= { 实 数 必 jz) < 分 是 凸 集合 . 
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7.7 求证 1 是 集合 8 的 最 小 上 界 ， 其 中 8 下 -号 ， 
1 一 言 ， :一 子 …|( 见 习题 5.1(d)。 提示 ， 集 合 8 可 以 写成 


5 一 [ 实 涩 2 存在 整数 >2, 使 得 2=1 一 二 }). 
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8. 予 盾 法 


尽管 顺 推 -个 推 法 很 有 用 , 但 是 由 于 某 些 原因 , 仍然 有 不 
能 用 顺 推 - 倒 推 法 完成 的 证 明 ， 看 下 面 的 例子 . 

例 8 如 果 郊 是 整数 ,并 且 吧 是 偶数 , 那么 凤 也 是 偶数 . 

证 明 概 要 顺 推 - 倒 推 法 提出 这 样 的 抽象 问题 : “怎样 才 
能 证 明 一 个 整数 ( 即 四 是 偶数 ?回答 是 证 明 存在 一 个 整数 思 
使 得 mn= 2 量词 “存在 ”的 出 现 提示 用 构造 法 ， 所 以 用 顺 推 
过 程 试图 找 出 所 需要 的 整数 有 

根据 吧 是 偶数 的 假设 ,那么 存在 一 个 整数 , 不妨 设 为 mw， 
使 得 ”=2m.、 因为 我 们 的 目的 是 要 找 出 一 个 整数 丸 使 得 
m 一 2， 自然 要 在 等 式 吧 一 2m 的 两 边 求 平方 根 ， 便 得 到 mn 一 
\/ 3 ， 但 是 怎样 将 V3 写成 28 的 形式 呢 ? 看 来 顺 推 - 倒 推 
法 已 经 失败 了 1 

例 8 的 证 明 用 将 要 学 到 的 方法 给 出 这 个 题目 一 个 简单 
的 证 明 , 把 它 留 作 习题 ，/ 

在 放弃 用 顺 推 - 倒 推 法 证 明之 前 , 你 还 可 以 试用 几 种 其 它 
方法 , 也 许 能 侥幸 地 完成 证 明 ， 

在 这 一 章 中 ， 我 们 将 讲述 一 种 新 的 证 明 方法 ， 叫 作 矛 盾 
法 ,同时 指出 在 什么 情况 下 使 用 和 怎样 使 用 这 种 方法 
: 使 用 矛盾 法 也 象 使 用 顺 推 -个 推 法 一 样 ， 首 先 假设 4 是 

真 的 ， 然 而 要 想得到 B 的 是 真 的 这 一 结论 ， 可 提出 一 个 简单 

的 问题 ; “为 什么 至 不 是 假 的 ?”、 要 承认 再 是 真 的 ,就 必须 有 
某 个 为 什么 B 不 能 是 假 的 的 理由 ， 蒜 盾 法 的 目的 正 是 要 找 
到 这 个 理由 . 换 名 话说 ,矛盾 法 的 证 明 思 想 是 假设 4 是 真 的 ， 
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如 是 假 的 ， 青 看 看 为 什么 这 种 情况 是 不 可 能 发 生 的 . 关键 其 
在 于 “看 看 为 什么 这 种 情况 不 能 发 生 ”。 例 如, 设想 由 于 假设 
委 是 真 的 并 且 BB 是 假 的 (今后 写作 非 B- 一 参看 第 3 章 ), 要 
据 某 种 理由 推出 0=1 的 结论 1?! 难道 这 还 不 能 使 你 相信 总 
是 真 的 并 且 B 是 假 的 是 不 可 能 的 吗 ? 因此 用 矛盾 法 的 证 明 是 
假设 4 是 真 的 并 且 非 B 是 真 的 ， 再 想法 利用 这 个 信息 推出 
同 某 个 一 定 是 真 的 的 事情 相 矛 盾 . 

我 们 知道 ,命题 “4 推出 B” 除 了 4 是 真 的 BB 是 假 的 这 一 
情况 外 都 是 真 的 ， 这 正 是 矛盾 法 的 另 -- 个 根据 ， 用 矛盾 法 证 
明 就 是 要 排除 4 是 真 的 如 是 假 的 这 种 情况 , 所 用 的 方法 是 假 
设 这 种 情况 实际 发 生 而 推出 一 个 矛盾 . 

在 这 里 自然 会 提出 几 个 问题 ， 

(LD) 应 该 寻找 什么 样 的 亏 盾 ? 

(2) 怎样 正确 地 用 4 是 真 的 ,并 且 召 是 假 的 这 一 假设 来 
推出 矛盾 ? 

(8) 为 什么 和 在 什么 时 候 能 够 用 这 种 方法 来 代替 顺 推 - 
倒 推 法 ? 

第 一 个 问题 是 非常 难 回 答 的 ,因为 没有 有 效 的 通用 方法 , 
对 每 个 题目 引出 其 自身 特有 的 矛盾 ， 通 常 需 要 创造 力 、 洞 察 
力 、 坚 持 性 , 有 时 甚至 是 赁 侥幸 才能 得 到 矛盾 . 

民生 顺 推 - 倒 推 法 和 矛盾 法 的 比较 


方法 假设 结论 
| 尖 淮 个 扒 
顺 推 - 倒 推 法 ES < 
矛盾 法 4 顺 推 
站-… 一 … 。 ， (于 盾 ) 


至 于 第 二 个 问题 , 通用 的 方法 是 从 4 并 且 非 了 是 真 的 这 
一 假设 出 发 作 顺 扒 ,以 推出 一 个 矛盾 ， 下 面 将 举例 说 明 . 
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上 面 的 讨论 也 回答 了 为 什么 愿意 用 矛盾 法 代替 顺 推 -个 
推 法 . 用 顺 推 - 倒 推 法 时 ,只 假设 4 是 真 的 , 而 在 矛盾 法 中 ,可 
假设 4 和 非 刁 两 者 都 是 真 的 ， 因此 是 以 两 个 命题 而 不 是 一 
个 命题 作为 顺 拱 时 的 根据 ( 见 炎 分, 但 是 在 另 一 方面 ,用 矛盾 
法 却 不 能 肯定 究竟 将 推出 什么 样 的 矛盾 . 

作为 一 般 规则 ， 当 命题 非 给 出 一 些 有 用 的 信息 时 可 用 
矛盾 法 . 至 少 有 两 种 情况 可 考虑 用 矛盾 法 ,回忆 例 8 中 的 命 
题 3B: 人 是 偶数 >， 显然 ,一 个 整数 只 可 能 是 奇数 或 偶数 、 当 
假设 不 是 真 的 时 ( 即 % 不 是 偶数 )， 那 么 % 只 可 能 是 奇数 
这 里 , 命题 非 B 已 经 给 出 一 些 有 用 的 信息 了 。， 一般 来 说 ， 当 
命题 B 是 两 个 相反 的 可 能 之 一 时 ( 象 在 例 8 中 那样 ), 矛盾 法 
可 能 是 有 效 的 ， 因 为 , 通过 假设 非 8, 将 知道 另 一 种 情况 肯定 
会 发 生 , 利用 这 点 就 会 得 到 矛盾 . 

矛盾 法 可 能 成 功 的 第 二 种 情形 是 像 下 面 的 例子 那样 ， 命 
是 于 中 出 现 了 否定 词 , 即 它 恰好 是 某 个 康 悉 命题 的 否定 . 

例 9 如 果 7? 是 实数 , 并且"? 一 2， 那 么 "是 无 理 数 . 

证 明 概要 ”注意 到 例 9 的 结论 能 被 重新 写成 “不 是 有 
理 数 "是 很 重要 的 ， 这 样 ， 否 定 词 就 出 更 了 , 新 写 出 的 结论 恰 
好 是 “9 是 有 理 数 "的 否定 ， 用 矛盾 法 假设 4 与 非 了 3 都 是 真 
的 、 这 意味 着 可 以 假设 oa 一 2, 而 且 7 是 有 理 数 ， 现 在 用 这 个 
信息 就 一 定 可 以 引出 了 矛盾. 

进行 顺 推 ,运用 关于 有 理 数 的 定义 7, 存 在 整数 Pp 和 9 并 
且 g*0, 使 9 这 时 仍然 不 知道 要 推出 什么 样 的 矛盾 , 这 
需要 一 些 创造 力 ,并 且 知 识 和 经 验 也 是 有 帮助 的 ， 可 以 假设 
p 和 g 除 土 外 没有 公 因 子 ( 即 除 士 1 外 没有 整数 能 整除 p 
和 gq), 如 果 有 公 因 子 可 以 将 这 个 整数 从 分 子 2 和 分 母 9 中 约 
去 。 现 在 通过 证 明 2 是 2 和 9 的 公 因 于 就 可 以 得 到 了 矛盾， 为 
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此 汪 明 六 和 了 是 个 数 , 即 2 能 同时 整 陈 它们 .， 
再 顺 扒 下 去 ， 因为 "一 是， 所 以 -三 . 但 根 设 72 一 2 
所 以 2= 如 、 顺 所 过 程 的 其 余部 分 主要 是 将 2 一 全 改写 成 


其 他 形式 ， -断定 5 和 g 都 是 偶数 ， 具 体 说 来 , 用 g? 乘 这 个 、 
等 式 的 两 边 , 得 到 2g? 一 yp?， 不 论 9 是 什么 样 的 整数 , 2g’ 一定 
是 偶数 ， 因 为 到 一 292 所 以 六 也 一 定 是 偶数 .. 

继续 顺 推 下 去 , 由 p? 是 偶数 这 一 事实 得 到 什么 有 用 的 信 
息 呢 ? 当 p 的 平方 是 偶数 时 , 只 有 ?2 是 偶数 时 才 有 可 能 ,这 就 : 
是 希望 得 到 的 结论 之 一 。 前 面 说 过 ,一 个 证 明 能 被 承认 应 该 
有 使 人 信服 的 理论 根据 .这 里 最 后 的 一 句 话 可 能 不 会 使 人 相 
信和 外 是 偶数 ， 如 果 是 这 样 的 话 ， 就 需要 给 出 更 多 的 细节 、 写 
证 明 通 常 应 当 留 意 读者 的 想法 ， 如 果 需 要 进一步 使 人 相信 p; 
是 偶数 , 可 参看 例 8 

还 要 证 明 9 也 是 偶数 , 仍然 使 用 顺 推 法 , 因为 jp 是 偶数， 
由 偶数 的 等 价 定义 ,所 以 存在 整数 ,使 得 p 一 2%， 由 2g? 一 pp 
有 2g” 一 (2k?) 一 4 如， 也 就 是 g* 一 2%?， 不 论 双 是 什么 样 的 束 
数 ，28? 都 是 偶数 ， 因 为 9 一 2 ， 所 以 凡是 偶数 ， 而 只 有 
当 9 是 偶数 时 ,9 的 平方 才能 是 偶数 ( 见 例 8)。 这 就 证 明了 p 
和 9 都 是 偶数 ,从 而 推出 了 希望 得 到 的 矛盾 . 


例 9 的 证 明 与 结论 相反 ， 假设 ?是 一 个 形 如 各 的 有 理 
数 (这 里 p 和 g 是 整数 并 且 g#0), 而 且 1”=2。， 此 外 还 可 假 
设 p 和 g 除 土 1 外 没有 公 因 子 ,否则 可 从 分 子 p 和 分母 g 中 约 - 
去. 因为 "2 并且" 一 了， 所 以 2- 全 ， 即 有 2g* 一 P， 因 
为 2g? 是 偶数 ,所 以 人 也 是 个 数 从 而 少 也 必须 是 个 数 由 此 ， 
存在 整数 久 使 得 2 一 25， 用 这 个 值 代替 p, 便 得 到 2g2 一 仿 一 
(28)?=4k3, 即 有 一 2 如 ， 由 gq? 是 侦 数 ,从 而 g 也 是 偶数 , 这: 
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就 证 明了 pp 和 和 g 都 是 偶数 , 有 公 因 子 2. 这 个 矛盾 证 明了 结论: 
是 真 的 . / 

这 个 证 明 是 古代 毕 达 哥 拉 斯 的 追随 者 所 发 现 的 ， 并 且 是 
ee 你 试 试 能 不 能 用 其 他 方法 来 证 明 这 个 命 


“了 矛盾 法 还 有 其 它 有 价值 的 用 处 ， 当 命 题 B8 中 出 现 量词 
“存在 ”时 , 不管 实 际 上 有 多 大 困难 , 用 构造 法 都 要 构造 出 所 希 
望 的 事物 . 矛盾 法 却 开拓 出 了 一 条 解决 问题 的 新 途径 ,代替 证 
明 存 在 一 个 具有 给 定性 质 的 事物 使 所 说 的 事情 发 生 ， 为 什么 . 
不 从 不 存在 这 个 事物 的 假设 出 发 来 进行 呢 ? 要 这 样 作 就 是 想 
法 用 这 些 信息 去 寻找 某 种 矛盾 .这 种 作法 虽然 对 于 在 娜 里 会 
出 现 和 出 现 什 么 样 的 矛盾 不 很 清楚 ， 但 是 它 却 比 找到 或 构造 
一 个 所 需要 的 事物 容易 得 多 ， 看 下 面 的 例子 ， 

设想 要 证 明 世 界 上 至 少 有 两 个 人 的 头发 数 是 相同 的 ， 如 
果 用 构造 法 , 就 得 找 出 这 样 的 两 个 人 ， 为 了 节省 时 间 和 减少 - 
麻烦 可 以 使 用 矛盾 法 ， 假设 不 存在 头发 数 相同 的 人 ,那么 所 、 
有 人 的 头发 数 都 不 相同 ， 现在 对 人 编号 , 将 头发 数 最 少 的 编 
为 1 号 ,将 头发 数 次 少 的 编 为 2 号 ,如 此 等 等 ， 因 为 已 假设 所 : 
有 人 的 头发 数 都 不 同 ， 所 以 编号 为 2 的 人 的 头发 数 比 编号 为， 
1 的 人 的 头发 数 至 少 多 1， 由 此 编号 为 十 亿 的 人 的 头发 数 比 - 
编号 为 1 的 人 的 头发 数 至 少 多 十 亿 ! 很 清楚 ,不 可 能 有 一 个 人 . 
会 比 另 一 个 人 的 头发 多 十 亿 根 , 从 而 推出 了 矛盾 

关于 用 构造 法 与 用 矛盾 法 ， 这 个 例子 说 明了 它们 之 间 的 , 
一 个 浅显 但 很 有 意义 的 区 别 。 如 果 构 造 法 成 功 了 ,那么 就 会 
找到 想 要 找 的 事物 ,或 者 至 少 可 以 指出 怎样 能 找到 它 , 这 也 许 
要 在 计算 机 的 帮助 下 ， 相反, 如 果 用 矛盾 法 得 到 了 同样 的 结 
时, 那么 虽然 知道 所 说 的 事物 是 存在 的 , 但 实际 上 却 没 有 办 法 - 
构造 出 来 ， 正 是 由 于 这 个 缘故 , 用 矛盾 法 来 证 明 比 起 用 构造 


a 


法 来 证 明 通 常 要 简短 并 且 也 容易 得 多 ， 因 为 用 不 着 构造 出 所 
希望 的 事物 , 而 只 需 证 明 它 不 存在 是 不 可 能 的 。 这 个 区 别 已 
在 数学 中 引起 了 某 种 带 根本 性 的 争论 ,不 仅 如 此 , 当前 有 一 个 
很 活路 的 研究 领域 ， 就 是 想 在 过 去 只 能 用 矛盾 法 得 出 证 明 的 
场合 下 导 找 出 构造 法 的 证 明 . 

当 命 题 了 中 出 现 否 定 词 , 并 且 它 正好 是 某 个 熟悉 命题 的 
否定 时 , 矛盾 法 是 一 个 非常 有 用 的 方法 ， 运用 这 个 方法 时 从 
假设 4 和 非 2 都 是 真 的 开始 作 顺 推 , 推出 一 个 矛盾 ， 这 种 方 
法 的 缺点 之 一 是 不 能 准确 地 知道 矛盾 是 什么 ， 下 一 章 将 介绍 
另 一 种 证 明 方 法 , 这 个 方法 是 试图 找到 一 个 十 分 特殊 的 矛盾 , 
这 样 ,就 会 有 一 个 “ 指 路 灯 ”, 指明 所 要 找 的 究竟 是 什么 矛盾 ， 


习 是 


注 ， 所 有 的 证 明 都 必须 有 证 明 概要 和 简练 证 明 , 
8.1 应 用 矛盾 法 证 明 下 列 命题 时 , 你 应 假设 什么 ? 


(a) 如 果 忆 办 和 见 是 三 个 相 邻 的 整数 ， 那 么 24 不 能 整 ， 


除 妇 十 me3- 二 nm3 一 工 . 

(b) 如 果 和 矩阵 到 是 非 奇 异 的 ， 那 么 1 的 行 向 量 组 线性 无 
关 ， 

(0) 如 果 也 和 9 是 两 个 函数 并 且 (1g>> 记 (2) f 没 有 上 

界 ， 那 么 9 也 没有 上 界 ， 

8.2 改写 下 列 每 个 命题 使 否定 词 出 现 , 即使 它 是 某 个 命 
题 的 否定 . 

(a) 素数 的 个 数 是 无 限 的 . 

(b) 某 些 实数 组 成 的 集合 8 是 无 界 的 . 

《e) 整除 正 整数 p 的 正 整 数 ,只 有 1 和. 

(dq) 直线 1 和 7 是 平行 的 . 


-62. 


全 理由 拭 


(e) 实数 v<5. 

8.3 用 矛盾 法 证 明 , 如 果 多 是 整数 并 且 m2 是 偶数 , 那么 
是 偶数 . 

8.4 用 矛盾 法 证 明 ,不 存在 弦 长 大 于 直径 长 的 圆 ， 

8.5 用 矛盾 法 证 明 , 如 果 政和 玉 是 平面 内 的 两 条 直线 
并 且 与 同一 平面 内 的 第 三 条 直线 1 熏 直 ,那么 及 与 妨 平 行 . 

8.6 用 矛盾 法 证 明 , 在 % 个 人 (nm>>2) 的 团体 中 ,至少 有 
两 个 人 在 这 个 团体 中 的 朋友 数 是 相同 的 . 

8.7 用 矛盾 法 证 明 , 不 存在 三 个 相 邻 的 正 整数 , 使 其 最 
大 者 的 立方 等 于 其 余 二 个 的 立方 和 . 

8.8 用 矛盾 法 证 明 , 素数 有 无 穷 多 个 (提示 : 设 %% 是 最 大 
的 素数 ,考虑 任何 一 个 能 整除 1 十 1 的 窒 数 p, 以 及 Pp 与 % 有 
怎样 的 关系 ?). 

8.9 ”对 下 面 每 个 命题 ,指出 应 该 使 用 什么 证 明 方法 并 且 
按 怎 样 的 顺序 来 使 用 这 些 方法 ， 特 别 需 要 讲 明 你 要 假设 什么 
和 试图 得 到 什么 结论 ( 注 ， 在 每 个 命题 中 都 假设 S 和 了 是 某 
些 实数 组 成 的 集合 , 并 且 所 有 的 变量 都 是 实 变量 )， 

(a) 3scS3sE7， 

(b) vs ES 和 CET, 使 得 s>t. 

(e) MK>0, 使 得 YoES，le| 一 MK， 
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9. 换 质 位 法 


上 一 章 讲述 了 矛盾 法 , 这 个 方法 是 从 4 和 非 了 这 两 个 命 
大 开始 作 顺 推 来 推出 某 种 矛盾 ， 一 般 说 来 ， 这 种 方法 的 困难 
在 于 不 知道 将 出 现 什么 样 的 矛盾 ， 这 一 章 讲述 换 质 位 法 , 它 
的 优点 是 让 你 推出 一 个 特殊 类 型 的 矛盾 . 

与 矛盾 法 类 似 , 换 质 位 法 也 是 从 假设 4 和 非 了 是 真 的 开 
始 的 , 但 与 矛盾 法 不 同 的 是 ,不 是 从 4 和 非 召 两 者 开始 顺 推 ， 
而 是 仅仅 从 非 开始 进行 顺 推 ， 目 的 是 得 到 4 是 假 的 (今后 
写 为 非 4) 这 一 矛盾 ， 没 有 比 这 更 好 的 矛盾 了 , 因为 不 可 能 使 
4 既是 真 的 同时 又 是 假 的 . 

重复 地 说 , 使 用 换 质 位 法 时 ,假设 4 和 非 召 是 真 的 , 从 命 
题 非 B 开 始 进 行 顺 推 , 来 得 到 4 是 假 的 这 个 矛盾 ， 这 样 , 对 
换 质 位 法 来 说 ， 必 须 推出 与 假设 4 是 真 的 相 矛 盾 ， 在 这 个 意 
义 上 , 换 质 位 法 可 以 认为 是 矛盾 法 的 一 种 更 “被 动 ”的 形式 , 然 
而 在 通常 的 矛盾 法 中 , 假设 4 是 真 的 是 可 以 主动 、 灵 活 地 用 
来 推出 任何 矛盾 的 (参看 表 5)， 

表 5 换 质 位 法 与 矛盾 法 的 比较 


方 计 刘 设 结论 
换 质 位 法 4 

非 瑟 -项 丰 。 。。 < 人 下- 非 4 
天 盾 法 4 | 硕 扒 

下 二 一 全 站 


从 表 5 也 可 以 看 到 换 质 位 法 与 矛盾 法 的 优点 和 缺点 ， 换 
质 位 法 的 缺点 是 仅 从 一 个 命题 (也 就 是 非 B) 而 不 是 从 两 个 命 
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题 开始 进行 顺 挫 , 它 的 优点 是 确切 地 知道 要 寻找 的 是 什么 (也 
就 是 非 4)。 正 因为 这 样 ， 常 常 能 够 运用 以 命题 非 4 为 目标 
作 倒 推 的 抽象 过 程 。 而 在 矛盾 法 中 , 因为 不 知道 要 寻找 的 是 
什么 样 的 蔬 盾 ,所 以 找 不 到 作 倒 推 的 适当 目标 

用 下 面 的 例子 说 明 怎样 运用 换 质 位 法 . 

例 10 如 果 p 和 g 是 正 实数 ， 并 且 V 砚 # 2 开 ， 那 么 
Pp*g. 

证 明 概要 ”结论 是 熟悉 命题 (pg) 的 否定 , 提示 我 们 
不 是 使 用 矛盾 法 就 是 使 用 换 质 位 法 ， 现 在 使 用 换 质 位 法 ， 可 
以 从 命题 非 3 着手 进行 顺 推 ,并 且 也 可 以 从 命题 非 4 进行 全 
推 命 题 非 4 是 , “VB9 一 了 者” : 非 卫 是 29 我 们 的 且 
的 是 从 pg 着 手 进行 顺 鹤 ， 以 和 到 第 汉 YB2- -34 

妍 然 要 得 到 V8 一 了 计生 的 结论 ,又 假设 了 2 一 多 为 什么 
不 把 g 都 换 成 p 呢 ? 换 旬 话说 ,由 py, VBP 一 PD, 也 就 
有 3 和 = 了 32 一 p， 这 样 , 从 假设 pg 进行 顺 推 , 就 容易 得 


Ren 注意 ,在 断定 VP==p 时 已 经 用 到 了 p> 
0 的 假设 , 

应 该 注意 ,在 下 面 的 简练 证 明 中 , 并 没有 在 形式 上 指出 已 
经 推出 了 命题 非 4. 

例 10 的 证 明 ”假设 结论 不 成 立 ， 即 p=g， 因 为 bp 是正 
的 ,所 以 有 


\ 矶 -而 -p- 于 2 -地 
证 明 完 成 ，/ 
比较 一 下 换 质 位 法 和 顺 推 - 倒 推 法 也 是 很 有 趣 的 ， 顺 推 - 
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个 推 法 是 从 4 着 手 作 有 顺 推 ,从 BB 着 手 作 倒 推 的 ， 而 换 质 位 法 
是 从 非 着手 作 顺 推 , 从 非 4 着 手 作 倒 推 的 ( 见 表 6)， 
表 6 顺 推 - 倒 推 法 与 换 质 位 法 的 比较 


方法 假设 结论 
顺 抢 -全 推 法 4hH- 8。 < 人 5 
换 质 位 法 4 

非 可 -是 接 、.. <。 全 推 _ 4 


如 果 看 懂 了 表 6, 那么 就 会 不 费劲 地 看 出 为 什么 换 质 位 
法 可 能 比 顺 推 - 倒 推 法 更 好 .从 非 着 手 作 顺 扒 比 从 4 着手 
作 顺 推 也 许 能 得 到 更 有 用 的 信息 ， 再 者 , 在 进行 顺 推 - 倒 推 时 
关于 命题 非 4 完成 抽 销 过 程 也 可 能 比 关于 B 完成 抽象 过 程 

上 顺 推 - 倒 推 法 是 由 以 下 考虑 而 产生 的 , 这 就 是 考虑 在 4 是 
真 的 或 假 的 的 各 种 情形 中 , 哪 一 种 情形 “4 推出 B” 是 真 的 ( 见 
表 1).， 换 质 位 法 是 由 关于 B 的 类 似 考虑 而 产生 的 ， 和 如果 B 
是 真 的 , 那么 根据 表 1, 命题 “4 推出 8” 一 定 是 真 的 , 这 就 没 
有 必要 去 考虑 B 是 真 的 这 种 情形 ， 所 以 设想 B 是 假 的 , 而 为 
了 证 实 “4 推出 B” 是 真 的 , 根据 表 1 必须 证 明 4 是 假 的 ， 因 
此 , 对 于 换 质 位 法 来 说 , 是 假设 B 是 假 的 , 并 且 试图 断定 4 是 
假 的 . 

其 实 , 命题 “4 推出 B” 在 迎 辑 上 等 价 于 “ 非 推出 非 4” 
( 见 表 3)， 就 这 一 点 而 论 ， 换 质 位 法 可 以 认为 是 应 用 到 命题 
“ 非 召 推出 非 4”] 的 顺 推 - 倒 扒 法， 在 多 数 用 换 质 位 法 的 简 
练 证 明 中 是 很 少 或 不 提 到 矛盾 法 的 . 

一 般 来 说 , 对 于 一 个 给 定 题目 , 如 果 不 是 逐个 进行 试验 ， 
就 很 难 知道 顺 推 - 倒 推 法 .矛盾 法 或 者 换 质 位 法 三 者 中 那 种 方 
法 更 为 有 效 、 但 是 有 一 种 情况 经 党 表明 应 挑选 或 至 少 应 着 重 


。 66 ， 


人 EAI 


ee 一 


沽 说 矛盾 法 或 换 质 位 法 。 这 就 是 当 命题 也 中 出 现 否 冠 词 , 中 
它 恰好 是 某 个 熟悉 命题 ( 热 悉 概念 ) 的 否定 这 种 情况 ， 因 为 在 
这 种 信 砚 二 经 常会 从 命题 非 B( 让 就 是 熟悉 命 是 或 熟悉 概念 ) 
中 发 现 一 些 有 用 的 信息 . 

凶 抽 法 是 从 4 和 非 3 这 两 个 命题 着 手 作 顺 推 以 推出 一 
个 矛盾 。 面 换 质 位 法 也 妥 推 出 一 个 矛盾 , 但 却 是 通过 从 非 B 
着 手 作 顺 济 而 推出 非 4 的 结论 ， 当然 也 可 以 从 非 4 着 手 作 
们 挫 ， 在 次 7 中 给 出 了 顺 推 - 倒 推 法 .矛盾 法 和 换 质 位 法 的 比 


表 7 顺 推 - 倒 推 法 .矛盾 法 、 换 质 位 法 的 比较 


一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 


六 假设 结论 
版 推 - 侧 推 法 4 人 推 _，s 
矛盾 法 4 1 顺 失 

全 直人 
换 质 位 法 4 

非 娘 } < 人 推 _ 4 


换 质 位 法 和 矛盾 法 两 者 都 要 求 能 写 出 - ' 个 命 顾 的 否定 . 
下 一 章 将 介绍 当 命题 中 出 现 量词 时 , 如何 仇 到 这 一 点 . 


习 题 


注 ， 所 有 的 证 明 都 必须 有 证 明 概 要 和 简练 的 证 明 . 

9.1 如 时 用 换 质 位 法 证 明 下 列 命题 ,将 用 什么 命题 着 手 
作 顺 挫 ? 应 该 推 则 什么 命题 ? 

(a) 如 时 是 整数 ,并 且 避 是 偶数 ,那么 mn 是 偶数 ， 

(b) 假设 S 是 荣 些 实 数组 成 的 集合 7 的 子 集合 , 如 时 8 
办 ， 下 么 全 也 无 界 . 

(0) 如 果 %w 和 是 实数 ,并 且 wy, 那么 Fo) 关 F0) (此 
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处 了 是 单 变量 函数 ) . 

(d) 如 果 和 矩阵 到 是 非 奇 异 的 ， 那 么 用 的 行 向 量 是 线性 
无 关 的 . 

9.2 ”给 出 如 下 命题 , “如 果 "是 实数 ,并 且 7>>1, 那么 不 
存在 位 于 0 与 守之 间 的 实数 使 得 sin#=reos 坊 。 用 换 质 
位 法 证 明 这 个 命题 时 , 下列 哪 些 命题 是 顺 推 过程 的 结果 ? 

(a) 7—1<0, 

(b) sin’t=7:(1—sin’). 

C0) 1—r<0. 

GD) t=. 

9.3 在 用 换 质 位 法 证 明 以 下 命题 时 “如 果 函 数 了 在 点 
的 导数 不 等 于 0， 那么 = 不 是 了 的 一 个 局 部 极 小 值 点 "， 下 
列 哪些 是 正确 的 抽象 问题 ?哪些 是 错误 的 抽象 问题 ? 

(a) 怎样 才能 证 明 点 ” 是 函数 的 局 部 极 小 值 点 ? 

(b) 怎样 才能 证 明 函 数 /在 点 “处 的 导数 是 零 ? 

(e) 怎样 才能 证 明 一 个 点 是 一 个 函数 的 局 部 极 小 值 点 ? 

(d) 怎样 才能 证 明 一 个 函数 在 一 点 的 导数 为 零 ? 

9.4 求证 : 如 果 。 是 奇数 ， 那 么 方程 mm 一 ce=0 对 史 
没有 奇数 解 . 

9.5 假设 m 和 是 实数 , 并且 m0, 设 f 是 由 f(z) 一 
mx 十 定义 的 函数 ， 试 证 ; 对 所 有 的 " 关 y, 有 了 (%) 沽 f(y). 

9.6 用 换 质 位 法 证 明 ， 如 果 四 边 形 RSTU 的 角 都 不 是 
钝 角 ,那么 四 边 形 RSTU 是 矩形 。 


10. 怎样 否定 一 个 有 量词 的 命题 


在 上 一 章 已 经 看 到 换 质 位 法 是 一 种 有 价值 的 证 明 方法 ， 
然而 要 使 用 它 , 需要 有 能 力 写 出 命题 非 B, 以 便 进 行 咕 挫 ， 同 
时 必须 知道 命题 非 4 究竟 是 什么 才能 对 它 使 用 抽象 过 程 , 在 
菜 些 情况 下 , 一 个 命题 的 否定 是 很 容易 找到 的 ， 例 恕 ,如果 4 
是 命题 “实数 "> 0 那么 4 的 否定 是 “不 是 实数 ">0”, 或 者 
“实数 w 不 大 于 0”， 将 否定 词 与 它 所 要 否定 的 事实 变 成 一 个 
与 之 等 价 的 新 命题 , “实数 <0”, 就 可 以 把 否定 词 除去 . 

当 命题 中 出 现 量词 时 , 比较 困难 的 情况 就 发 生 了 。 例如 
命题 B 中 出 现 量词 “对 所 有 的 ”, 它 的 标准 形式 是 ， 

对 所 有 具有 “ 茶 种 性 质 ” 的 “事物 ”, 使 得 (有 )“ 某 件 事情 发 
:3 

那么 非 了 是 命题 . 

不 是 对 所 有 具有 “ 某 种 性 质 * 的 “事物 ”, 使 得 (有 )“ 某 件 事 
情 发 生 ”. 

它 的 真正 含义 是 : 存在 一 个 具有 某 种 性 质 的 事物 , 而 对 于 
它 , 这 件 事情 不 发 生 ， 同 样 , 如 果 命 题 刀 中 出 现 量 词 “ 存 在 ”， 
标准 形式 是 ， 

存在 一 个 具有 “ 某 种 性 质 的 事物 ”， 使 得 “ 某 件 事情 发 生 ”. 

那么 非 B 是 命题 : 

不 是 存在 一 个 有 “ 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”使 得 " 某 件 事 情 发 
生 ”. 

或 者 换 句 话 说; 对 所 有 具有 某 种 性 质 的 事物 , 这 件 事情 不 
发 生 ， 


一 般 对 于 出 现 一 个 或 多 个 量词 的 命题 ， 要 找 出 它 的 否定 
时 , 可 采用 以 下 步骤 . 

第 一 步 ” 把 词 “不 是 ” 放 在 得 个 命题 的 痢 面 . 

第 二 步 ”将 词 “不 是 "从 量词 的 左 侧 移 到 量词 的 右 侧 ， 使 
它 恰好 位 于 使 得 (或 有 ) 之 后 和 某 件 事情 发 生 之 前 ， 并 且 把 量 
词 变 成 与 之 意义 相反 的 量词 ， 即 “对 所 有 的 ” 变 成 “存在 2”“ 存 
在 ” 变 成 “对 所 有 的 ”. 

第 三 步 ” 当 全 部 的 量词 出 现在 “不 是 ”的 左 侧 时 ， 将 否定 
词 与 它 所 要 否定 的 事实 变 成 一 个 与 之 等 价 的 新 命题 。 

用 下 面 的 例子 来 说 明 这 些 步骤 . 

例 1 对 每 一 个 实数 w>2, 有 o +o 一 6 关 0， 

第 一 步 .不 是 对 每 一 个 实数 z>0, 有 只 十 2 一 6>0， 

第 二 步 ” 存在 一 个 实数 4 之 2, 使 得 

不 是 o2+zZ 一 6 二 0. 
第 三 步 ” 存在 一 个 实数 w>2, 使 得 
22 十 2 一 6 一 0. 

在 第 二 步 中 , 当 “ 不 是 ”从 左 侧 移 到 右 侧 时 ,， 景 词 是 变 了 ， 
但 所 具有 的 某 种 性 质 ( 即 wz 之 2) 并 没有 变 。 又 因为 量词 “对 每 
一 个 " 恋 成 了 “存在 ”所 以 当 原 来 是 用 ”使 得 "时 现在 不 变 , 当 
原来 是 用 “有 ”时 现在 改 为 “使 得 ”， 当 原来 “使 得 ”和 “有 ”都 没 
有 用 时 , 就 必须 在 逗号 之 后 演 二 一 个 词 “舍得 ”， 完 全 类 似 , 如 
果 量 词 “ 存 在 ” 变 成 “对 所 有 的 ”， 那 么 庶 来 的 “使 得 ?或 者 不 变 
或 者 改 为 “有 ?或 者 取消 ， 看 下 面 例子 . 

例 2 存在 一 个 实数 z>2, 使 得 w? 十 x 一 6 之 0， 

第 一 步 ”不 存在 一 个 实数 z>2, 使 得 

ow— 60. 
第 二 步 ” 对 所 有 4 之 2 的 实数 ,使 得 不 是 
2 二 vw—620 
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第 三 步 ”， 对 所 有 >>2 的 实数 ,有 2+z 一 6-0. 

如 果 原 来 的 命题 中 出 现 乡 寺 一 个 的 量词 ， 那 么 第 二 步 需 
要 重复 进行 ， 直 到 所 有 的 量词 都 出 现在 “不 是 ”的 左 侧 ， 用 下 
页 说 个 例子 来 说 明 . | 

例 3 对 每 个 在 一 1 与 1 之 闻 的 六 数 w%, 存 在 一 个 一 1 与 
1 之 间 的 实数 y, 使 得 w?++y?<<1. 

第 一 步 。 不 是 对 每 一 个 在 一 1 与 1 之 间 的 实数 2， 存 在 
一 个 一 1 与 1 之 闻 的 y, 合 得 

2+y2<1, 

第 二 步 ”存在 一 个 -1 与 1 之 间 的 实数 w， 使 得 不 存在 
一 1 与 1 之 间 的 一 个 y, 使 得 ?二 P<1, 

第 二 步 * 存在 一 个 一 1 与 1 之 闻 的 实数 ,使 得 对 所 有 
的 在 一 1 与 1 之 间 的 实数 y, 使 得 不 是 wy?<1. 

第 三 步 ” 存 在 一 个 -1 与 1 之 间 的 实数 %， 使 得 对 所 有 
的 -1 与 1 之 间 的 实数 y, 有 ?十 六 >>1. 

例 & 存在 一 个 一 1 与 1 之 间 的 实数 ,使 得 对 所 有 在 
一 1 与 1 之 间 的 实数 y, 有 +? 所 1. 

第 一 步 。 不 存在 一 个 一 1 与 1 之 间 的 实数 z， 使 得 对 所 
有 在 一 1 与 1 之 间 的 实数 y, 有 十 WP 所 1. 

第 二 步 ” 对 所 有 在 一 1 与 1 之 闻 的 实数 %， 使 得 不 是 对 
所 有 的 在 一 1 与 1 之 闻 的 实数 y, 有 红 十 六 <1. 

个 二 步 * 对 所 有 在 一 与 1 之 闻 的 实数 %, 存在 一 个 
一 1 与 1 之 间 的 实数 y, 使 得 不 是 2 十 <1. 

第 三 步 .对 所 有 在 一 1 与 1 之 闻 的 实数 w, 存 在 一 个 一 i 
与 1 之 间 的 实数 y, 使 得 

十 之 1 

在 这 里 必须 注意 的 另 一 种 情况 是 怎样 否定 有 联接 词 “ 并 

上 但 2 或 “或 者 ”的 命题 ， 当 否定 这 样 的 命题 时 , 像 两 个 量词 互相 
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交换 一 样 ,“ 并 且 ” 与 “或 者 ”也 互相 交换 . 明确 地 说 , [4 并 且 肋 
的 否定 是 : [和 4 的 否定 ] 或 者 LB 的 否定 ]， 即 非 [L4 并 且 月 是 : 
[ 非 4] 或 者 [ 非 可 ， 同样, [4 或 者 的 否定 是 [4 的 否定 ] 
并 且 [B 的 否定 ], 即 非 [4 或 者 B] 是 [ 非 妇 并 且 [ 非 本， 例 
如 : 

例 5 非 亿 >>8 并且 y<21 是 : [<3] 或 者 [y>2]. 

例 6 非 [5>8 或 者 y<2] 是 : [5< 引 并 且 [y>2]. 

要 使 用 换 质 位 法 时 , 必须 首先 写 出 命题 韭 和 非 4. 


习 题 


注 ， 所 有 证 明 都 必须 有 证 明 概要 和 简练 的 证 明 . 

10.1 对 习题 5.1 中 的 每 一 个 定义 , 写 出 它 的 否定 . 

例如 ,5.1(a) 写 为 < 设 了 (wm) 是 五 数 ,w" 是 实数 ”. 如 果 存 在 
一 个 实数 ww 使 得 jz) >f(w"), 那么 实数 * 不 是 函数 了 的 最 
大 值 点 . 

10.2 改写 下 面 的 命题 ,使 否定 词 在 命题 中 出 现 ， 例 如 ; 
命题 “vw>>0”, 可 以 改写 为 “z 杰 0”. 

(a) 对 5S 中 的 每 一 个 元 素 mw w 也 在 了 中 ， 

(b) 存在 一 个 在 0 与 加 之 间 的 角 志 使 得 

Sin $= 009g¢. 

(0) 对 每 一 个 有 “ 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”“ 某 件 事情 发 生 ”. 

(d) 存在 一 个 有 “ 某 种 性 质 ” 的 “事物 ” 使 得 “ 某 件 事情 发 
生 ”. 

10.3 用 矛盾 法 证 明 下 列 命题 时 ,假设 是 什么 ? 

(a) 对 于 每 一 个 整数 m>>4， nl > 

(b) 4 推出 (8 或 人 
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(o) 4 推出 (B 和 00). 

(d) 如 果 了 是 一 个 单 谈 量 的 是 函数 ,zw* 是 一 个 实数 , 存在 
一 个 实数 6>>0， 使 得 对 所 有 具有 性 质 | 一 ”| <5 的 实数 ww， 
有 fw) 之 f(z*), 那么 对 所 有 实数 y, 有 f(y) 之 f (2"). 

10.4 如 果 用 换 质 位 法 证 明 下 列 每 一 个 命题 ， 那 么 将 从 
什么 命题 出 发 进行 顺 推 ， 又 从 什么 命题 出 发 进行 倒 推 ? 

(a) 4 推出 (8B 或 者 吕 ). 

(b) 4 推出 (8 并 且 0). 

(6) 如 果 久 是 侦 数 并 且 m 是 奇数 ， 那 么 或 者 Tm 被 4 整 
除 或 者 7 不 被 4 整除, 

10.5 用 矛盾 法 和 证明， 如果 ww 和 是 实数 ， 并 且 w=0; 
YZP0 n+y 一 0, 那么 z 一 0 y=0. 


11. 特殊 的 证 明 方法 


现在 已 经 有 了 用 来 证 明 “4 推出 8B” 的 三 种 主要 的 证 明 方 
法 , 即 ， 顺 推 - 倒 推 法 、 换 质 位 法 和 矛盾 法 ， 当 BB 中 出 现 量词 
时 , 还 可 以 用 选择 法 和 构造 法 .此 外 B 还 可 能 有 其 他 几 种 特 
殊 形式 , 对 这 些 形式 也 有 常用 的 和 有 效 的 证 明 方法 ， 这 一 章 
就 来 讲述 其 中 三 个 这 样 的 证 明 方法 . 

首先 介绍 的 是 叫做 唯一 性 的 方法 , 它 用 于 命题 B 的 这 种 
形式 ， 就 是 不 仅 要 求证 明 存 在 一 个 具有 某 种 性 质 的 事物 使 某 
件 事情 发 生 , 而 且 也 要 求证 明 这 个 事物 是 唯一 的 ( 即 上 只 有 一 个 
这 样 的 事物 ). 当 命 题 8 中 基 词 “存在 "的 后 面 同时 也 出 现 “ 唯 

一 ”这 个 词 时 ,应 该 使 用 唯一 性 方法 

在 这 种 情况 下 , 首先 是 证 明 所 希望 的 事物 确实 存在 ,这 可 
以 用 构造 法 或 矛盾 法 ， 下 一 步 将 是 用 下 述 的 冰 种 标准 方法 之 
-- 去 证 明 唯 一 性 ， 第 一 种 是 假设 有 两 个 事物 具有 这 种 性 质 并 
使 得 这 件 事 情 发 生 ， 如 果 要 断定 只 有 一 个 这 样 的 事物 ， 就 必 
须 利 用 所 说 的 性 质 和 所 发 生 的 事情 或 许 还 有 4 中 的 信息 ,去 
断定 这 两 个 事物 就 是 同一 个 ( 即 它们 确实 相等 )， 为 了 证 明 他 
们 相等 , 顺 推 - 倒 推 法 通常 是 入 好 的 方法 ， 用 下 面 例子 说 曲 这 
种 方法 . 

例 11 如 果 &@, 5, c, 9,e 和 了 是 实数, 并且 ad 一 bc 六 0， 
那么 存在 唯一 的 一 对 实数 xz 和 y， 使 得 aw 一 by 一 e 和 w+dy 
-=f. 

证 明 概 要 ”在 例 4 中 通过 构 迁 法 确定 了 实数 % 利 yg 的 在 
在 ， 现 在 用 上 面 所 说 的 方法 米 断 定 唯一 性 ， 假设 (wz Wy) 和 
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(2a, %a) 是 两 个 具有 这 种 性 质 而 且 使 这 件 事情 发 生 的 事物 , 央 
而 得 到 awmz+byz=e 和 cazt+dyi~f， 也 得 到 aws+bys 一 e 和 
cva 十 Qya 一 f， 用 这 四 个 方程 和 4 是 真 的 的 假设 , 通过 顺 挫 - 
倒 推 法 来 证 明 这 两 个 事物 (wi, %i) 和 (za ys) 相 等. 具体 地 说 ， 
提出 的 抽象 问题 是 “怎样 才能 证 明 两 个 实数 对 [ 即 (za，%) 和 
(za，%s)] 相 等 ?” 应 用 序 对 相等 的 定义 ( 见 定义 和， 回答 是 证 
明和 2=ws 和 妇 =ys, 或 者 证 明 21 一 wg 一 0 和 一 V2 一 0， 这 两 
个 命题 可 通过 对 四 个 方程 进行 恒 等 变 形 以 及 利用 ad 一 be<* 
0, 由 顺 推 过 程 而 得 到 ， 

例 开 的 证 明 在 例 4 中 用 构造 法 确定 了 实数 2 和 g 的 
存在 , 现在 只 锋 给 出 唯一 性 的 证 明 ， 为 此 目的 , 假设 (ws, 纺 ) 
和 (za, Ya) 是 实数 对 ,满足 

(1) avmit+ by =e. 

(2) co 十 Go 一 了 

(3) axza 十 D%a 一 6， 

(4) cvstays=f. 

从 人 式 减 去 (3) 式 , 从 (2) 式 减 去 (4) 式 ,得 出 

0(oxz 一 oa) 十 DC 一 ga) 一 0 

cf(03 一 23) +d(ys— ya) 一 0 
用 4 习 以 第 一 个 方程 的 两 边 ,用 2 乘 以 第 二 个 方程 的 两 边 , 然 
后 从 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 ,得 到 (ad 一 2c) (四 一 za) 一 0. 
由 题 设 cd 一 ze 关 0， 得 到 zi 一 wa=0， 从 而 m1 一 2s， 经 过 类 似 
的 恒 等 变 形 ,可 得 办 =ys， 这 样 就 证 明了 唯一 性 。// 

证 明 唯 一 性 的 第 二 种 方法 是 假设 有 两 个 不 同事 物 ， 其 有 
这 种 性 质 并 使 这 件 事 情 发 生 ， 现在 希望 这 是 不 可 能 的 , 应 该 
应 用 所 说 的 性 质 ， 所 发 生 的 事情 以 及 4 中 的 信息 ,特别 这 是 
两 个 不 同事 物 的 事实 ， 来 推出 一 个 矛盾 。 用 下 面 的 例子 来 说 
明 这 个 方法 ， 
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例 表 如 如 ?是 一 个 正 实 数 ,那么 存在 唯一 的 实数 %, 使 
得 双 一 个. 

证 明 概 要 ”在 结论 中 量词 “存在 ”的 出 观 ， 提 示 我 们 运用 
构造 法 去 求 得 一 个 实数 w， 使 好 =7r， 证 明 的 这 一 部 分 省 略 
了 ，, 以 使 唯一 性 的 证 明 写 得 详细 一 些 ， 假 设 z 和 29 是 两 个 不 
同 实数 ,使 得 必 =7, 多 一 六 利用 ”是正 的 的 假设 ,特别 是 "六 
4 的 事实 ,证 明了 = 一 0, 这 就 推出 与 是 正 的 的 假设 相 矛 盾 . 

为 了 证 明 ?一 0, 作 顺 推 ， 因 为 吧 = 入 =7r, 所 以 得 出 
允 一 名， 一 久 一 0 分解 因 式 得 到 

[(z 一 (2z2 二 20 十 29] 一 0 
这 里 可 根据 w*y 的 事实 ,用 % 一 y 去 除 上 式 , 得 到 v2? 十 wy 十 Y? 
一 0. 将 它 看 作 是 形 如 aw? 十 bw 十 c=0 的 二 次 方程 , 其 中 4= 
1, b=y 和 c== 咏 ， 由 二 次 方程 求 根 公式 得 到 

ww 

因为 wz 是 实数 ,上 面 关 于 % 的 公式 需要 取 一 8y 的 平方 根 , 所 
以 必定 有 y=0， 而 当 y=0 时 ，* 一 包 一 0， 这样 就 得 到 了 了 矛 
盾 . 


例 2 的 证 明 只 给 出 唯一 性 的 证 明 ， 为 此 目的 , 假设 w 
和 是 两 个 不 同 的 实数 ,并 且 满 足 必 =7 和 妨 =r*， 由 此 0= 
以 一 久 一 (02 二 2 十 ob] Cv 一 VY)， 因 为 zz¥Y, 所 以 z2 十 ob 十 色 一 
0， 根 据 二 次 方程 求 根 公 式 , 得 到 
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因为 vz 是 实数 ， 所 以 必定 有 % 一 0、 于 是 有 7 一 多 一 0， 这 与 
题 设 7 是 正 数 相 矛 盾 . / 

另 一 个 特殊 证 明 方 法 ， 岂 做 互 斥 法 , 用 在 BB 有 以 下 形式 
的 时 候 :“ 或 者 O 是 真 的 , 或 者 也是 真 的 ”( 此 处 0 和 刀 痢 是 
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命题 )， 换 句 话说 ， 当 要 证 明 命题 “4 推出 0 或 者 D” 是 真 的 
时 ,使 用 互 斥 法 . 用 顺 推 - 便 推 法 来 证 明 这 样 的 命题 , 要 从 假设 
4 是 真 的 开始 , 得 到 或 者 0 是 真 的 ,或 者 DD 是 真 的 的 结论 , 设 
若 作 了 O 不 是 真 的 这 一 附加 假设 , 则 很 清楚 , 在 这 种 情况 下 ， 

就 变 成 要 证 明了 DD 是 真 的 . 这样, 所 谓 互 斥 法 就 是 假设 4 是 真 
0 是 假 的 ,然后 推出 DD 是 真 的 . 看 下 面 的 例子 . 

例 18 如 果 只 一 5 十 6>0， 那 么 co<2 或 v>>3. 

证 明 概 要 用 互 斥 法 假设 一 Bw 十 6 之 0, wz>2， 目 的 是 
晰 定 o>3, 从 z2 一 5w+6>0 的 假设 开始 顺 推 ， 得 到 (z 一 2}… 
(一 3) >>0、 因 为 no>2 wn 一 2>0， 所 以 w 一 8 之 0， 这 就 是 要 
求 的 zz>3. 

例 13 的 证 明 ”假设 w? 一 5w 十 6>>0, w>2, 由 此 可 得 (2 一 
2)(w 一 3)>0， 因 为 z 一 2>0, 所 以 得 到 所 要 求 的 w 宇 3、// 

当然 用 互 斥 法 时 可 以 假设 4 是 真 的 和 全 是 假 的 ， 然 后 
推出 0 是 真 的 ， 试 将 这 种 做 法 用 在 例 18 上 . 

本 章 要 介绍 的 最 后 一 个 证 明 方法 是 极 大 - 极 小 法 , 它 是 用 
来 处 理 极 六 和 极 小 问题 的 , 假设 8 是 由 某 些 实数 组 成 的 非 空 
集合 ,， S 有 一 个 最 大 数 和 一 个 最 小 数 。 对 于 一 个 给 定 的 实数 
2 我 们 感 兴趣 的 是 集合 8S 中 的 数 和 %s 的 位 置 关 系 . 

可 能 要 证 明 下 面 这 些 命题 中 的 一 个 . 

GD 5S 中 的 所 有 数 都 在 的 右边 ( 见 图 12(a)). 

(2) S 中 的 有 一 些 数 在 % 的 左边 ( 见 图 12(b)). 

(3) 8 中 的 所 有 数 都 在 % 的 左边 ( 见 图 12(o)). 

(4) 5S 中 的 有 一 些 数 在 % 的 右边 ( 见 图 12(d))。 

使 用 数学 符号 ,这 四 个 命题 可 分 别 写 为 

(a) min {ss$€E SB} >%. 

(b) min {s,s€E SH} <%, 

(0) max {s,sES} <o%. 

WW 


(a) max fs sE NT. 

这 时 讨论 第 一 个 和 第 二 个 的 证 法 , 其 余 两 个 留 作 练习 , 板 
大 -下 小 法 的 想法 是 把 给 出 的 命题 转化 为 一 个 含有 量词 的 等 
价 侈 题 ,然后 适当 使 用 选择 法 或 构造 法 . 

考 虚 S 中 的 最 小 数 >w 的 问题 ， 用 上 面相 应 的 命题 (1) 
可 以 得 到 一 个 有 量词 的 等 价 命题 . 因为 S 中 的 “所 有 数 ” 应 
该 在 2 的 右边 , 所 以 需要 证 明 对 于 总 中 的 所 有 元 素 9 有 2 所 
*、 看 下 面 的 例子 . 


一 一 一 一 一 后 一 一 一 一 一 实数 出 


一 一 一 一 一 一 上 二 一 一 一 一 一 一 一 一 实效 轴 


(b) 5 中 的 一 些 数 在 2 的 左边 


s ， 
一 一 一 一 一 全 一 一 一 一 一 一 一 实效 办 
0 3 
(0) 由 的 所 有 数 在 4 的 左边 
S 
一 一 一 一 二 一 一 全 必 一 一 一 一 一 一 一 一 实效 轴 
0 E34 
(d) 及 中 的 一 些 数 在 4 的 右边 
图 8 
例 18 如 果 瑟 是 所 有 实数 组 成 的 集合 ， 那 么 min {o(e 
-Di: n€B}> - 工 . 
证 明 概要 ”根据 命题 BB 的 形式 ,用 极 大 - 板 小 法 , BP 能够 
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转化 为 ,“ 对 所 有 实数 m% 有 z(z 一 TD>> -于 ”， 一 如 变 成 这 种 
形式 , 显然 就 可 以 使 用 选择 法 本 ， 选择 一 个 实数 w, 证 明 w(% 
一 D> 十, 或 者 ( 直 -w+ 士 )>0， 但 是 ,因为 (zo+ 土 ) 


一 (2 一 各 】 ,所 以 这 个 数 总 是 >0, 证明 完 成 

例 玛 的 证 明 为 了 得 到 min {z(w 一 了 oE 而 > 一 于 
的 结论 设 = 是 任 一 实数 . 因为 (一 s 十 天 )~(o 一 二 >0， 
所 以 o 一 2 十 于 >0， 从 而 z(z~ 力 >- 于 . / 


现在 证 明 8 的 最 小 数 <%, 证 明 方 法 稍 有 不 同 。 考虑 相 
应 的 命题 (2)， 因为 & 中 的 “一 些 ?实数 应 该 在 "的 左边 , 等 价 
的 问题 是 证 明 在 8 中 存在 元 这 8 使得 8<w, 然后 可 以 使 用 构 
造 法 和 了 矛盾 法 . 

这 一 章 讲述 了 三 种 特殊 方法 , 它们 分 别 适用 于 8B 的 云 种 
特殊 形式 ， 本 书 的 最 后 一 章 将 给 出 完整 的 总 结 ， 


习 题 


注 : 所 有 的 证 明 都 必须 有 证 明 概 要 和 简练 的 证 明 . 
坟 .1 求证 ， 如 果 % 是 实数 ， 并 且 >2, 那么 存在 唯一 


S 2 
的 实数 y<0, 使 得 2 一 了 


寺 .2 应 用 第 二 种 唯一 性 方法 证 明 ， 如 果 m 和 5 都 是 实 
数 , 并 且 m 关 0, 那么 存在 唯一 的 数 v, 使 得 mw 二 3 一 0， 
也 .8 求证 ， 如 果 & 和 是 实数 ， 玛 少 有 一 个 不 为 0, 多 
一 M1, 那么 存在 唯一 的 复数 ,不 妨 设 为 c 十 di 使 得 (a 十 86)。 
Cero) =l, 
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11.4 用 矛盾 法 代替 互 斥 法 证 明 “4 推出 (B 或 者 O) ”的 
优点 和 缺点 是 什么 ? | 

11.5 求证 ， 如 果 %* 是 偶数 , m 是 奇数 ， 那 么 或 者 4 整 
队 mn 或 者 4 不 整除 

11.6 考虑 命题 “如 内 w 是 一 个 实数 ， 并 且 满 足 只 十 3o2 
一 9z 一 27>>0, 那么 |2| 宇 38”. ， 

(a) 将 这 个 命题 改写 成 “4 推出 B 或 者 CO? 的 形式 . 

(b) 通过 假设 4 和 非 B 是 真 的 来 证 明 这 个 命题 . 

(6) 通过 假设 4 和 非 ?是 真 的 来 证 明 这 个 命题 . 

11.? 将 下 面 的 极 大 、 极 小 问题 转化 为 含有 量词 的 命题 
( 注 ， 是 某 些 实数 记 组 成 的 集合 , ” 是 一 个 给 定 的 实数 ). 

(a) max {s,sES} <w. 

(b) max {s; sSES} 0%. 

下 面 设 4, 5, c 和 9 是 给 定 的 实数 ,w 是 变量 

{06) min {ew. av<b, v>0} <u,. 

(d) max {cm, av2>b, w>0} >u. 

(e) min {aw, <Z&c0} >u. 

(f) max {b%. a<w oe} <u,. 

也 .8 求证 ， 如 果 8 是 某 些 实数 所 组 成 的 集合 下 的 非 
空子 集合 , 九 是 一 个 实数 , 并且 满 足 性 质 ; 对 全 中 每 一 个 元 素 
t,t 那么 min {s. 8s€ 8} > 

11.9 假定 a, 5 和 c 是 给 定 的 实数 ,wz 和 是 夫 量 ,求证 
min {cw, gw>0, 4 之 0} 大 于 或 等 于 max {wb, va&¢,， U0}. 
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12. 总 结 


我 们 所 要 讲 的 证 明 方法 已 经 全 部 讲 完了 ， 但 这 决 不 大 说 
只 有 这 里 所 讲 的 这 些 方法 ,而 是 说 它们 是 基本 的 方法 ， 当 然 ， 
当 你 接触 更 广泛 的 数学 内 容 时 , 你 会 偶然 发 现 其 它 的 方法 ,也 
洗 还 会 发 展 出 自己 的 一 些 方法 ， 不 管 怎样 ， 所 讲 的 这 些 万 法 
与 经 验 相 结合 , 将 会 使 你 得 到 许多 很 好 的 想法 和 技巧 ， 为 了 
证 明 命题 “4 推出 B?， 如 何 使 用 和 在 什么 情况 下 使 用 这 些 不 
同方 法 , 将 按 顺 序列 在 总 结 中 . 

使 用 顺 推 - 倒 推 法 时 , 可 以 假定 4 是 真 的 , 目的 是 证 明 B 
是 真 的 ， 通 过 顺 推 过 程 , 从 4 推出 命题 序列 41, 4s, …， 因 . 
为 4 是 真 的 ,所 以 4 4 …… 也 必定 是 真 的 . 这 个 序列 不 是 
无 目的 地 作出 的 ,而 是 在 倒 推 过 程 的 引导 下 作出 的 . 通过 提出 
和 回答 抽象 问题 , 从 B 引出 命题 肋 . 它 具 有 性 质 , 如 果 它 是 真 
的 ,那么 卫 也 是 真 的 。 然后 将 抽象 过 程 应 用 到 Bs, 又 得 到 一 
个 新 命题 Bs, 如 此 等 等 ， 其 目的 是 通过 上 顺 推 序列 产生 一 个 命 
题 恰 好 与 倒 推 序列 得 到 的 最 后 命题 一 样 ， 以 使 顺 推 序列 与 倒 
推 序列 连接 起 来 . 就 像 骨 牌 的 纵 列 那样 ， 从 4 沿 着 序列 作 顺 
推 ,经 过 所 有 命题 而 到 达 B, 便 完成 这 个 证 明 ， 当 序列 中 的 合 
题 有 量词 出 现时 , 通常 可 以 用 构造 法 、 选择 法 ,归纳 法 以 及 特 
殊 化 法 来 做 出 证 明 . 

例如 , 当量 词 “存在 > 以 下 面 的 标准 形式 在 合 推 过 程 中 出 
现时 ， 

存在 一 个 具有 “ 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”， 使 得 “ 某 件 事情 发 
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应 该 考虑 用 构造 法 去 实际 产生 所 希望 的 事物 、 用 构造 法 时 ， 
由 仍 设 4 是 真 的 着手 作 顺 推 ， 询 造 出 ( 移 造 或 设计 一 个 算法 
去 产生 所 希 副 的 事物 等 签 ) 这 个 素 物 ,一 定 玄 检验 它 满足 所 说 
的 性 质 ,并 且 使 得 所 说 的 囊 情 发 生 . 

另 一 方面 ， 当 二 词 “ 对 所 有 的 ”以 下 列 标 准 形式 出 现在 倒 
推 过 程 中 时 ; 

对 于 所 有 具有 “其 种 性 质 ” 的 “事物 ”使 得 (有 ) 某 件 事 情 
发 生 ”， 
应 该 考虑 用 选择 法 ， 目的 是 设计 一 个 证 明 机 器 , 使 之 有 能 力 
取出 具有 这 种 性 质 的 任何 事物 和 验证 这 件 事情 发 生 ， 这 就 是 
选 出 一 个 确实 具有 所 说 性 质 的 事物 然后 断定 ， 对 于 这 个 事 
物 这 售 事 性 发 生 ， 一 旦 已 经 选择 出 了 这 个 事物 ,最 好 这 样 做 ， 
从 选择 出 的 事物 确实 具有 所 说 的 性 质 这 一 事实 (如 果 必 要, 连 
同 在 么 中 的 信息 ) 出 发 作 顺 推 ， 并 且 从 将 发 生 的 事情 出 发 进 
行 倒 推 . 

当 命 题 了 有 以 下 形式 时 ,应 该 (甚至 在 选择 法 之 前 ) 考虑 
用 归纳 法 . 

对 大 十 或 等 于 整数 的 每 一 个 整数 %n， 命题 P(w) 是 真 
的 . 

归纳 法 的 第 一 步 是 对 % 的 第 一 个 值 £ 验 证 命题 是 真 的 ; 
第 二 步 要 求证 明 : 如 果 P(n) 是 真 的 ,那么 Cn 十 1) 也 是 真 的 ， 
前 面 说 过 , 有 没有 能 力 将 命题 了 ln 十 1) 与 (mn) 联 系 起 来 , 因 
而 能 够 利用 Pkm) 是 真 的 的 归纳 假设 ,决定 了 归纳 法 证 明 能 不 
能 取得 成 功 ， 换 句 话说, 为 了 完成 归纳 法 证 明 的 第 二 步 ,应 该 
将 命题 了 P(m) 中 每 一 处 的 % 都 用 n+1 来 代 玩 而 写 出 命题 P(n 
十 1)， 搂 着 看 看 是 否 启 用 了 (nm) 来 夷 示 了 (mn 十 中 ,只有 这 个 时 
候 ， 才 能 应 用 了 (mn) 是 真 的 这 一 假设 去 达到 所 希望 的 结论 ; 
Pm+1) 也 是 真 的 . 
，83 、 
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最 后 ， 当 量词 "对 及 有 和 的 ”以 下 别称 详 形 式 凡 现在 咕 推 过 


对 所有 其 吝 “ 基 神 性 质 ” 的 “事物 ”， Cae 
生 ”. 
也 许 要 伐 月 特 总 化 法 。 要 这 样 做 ， 就 竺 要 找 册 在 倒 推 过 程 中 
则 得 的 这 些 事物 中 的 一 个 . 接着 通过 全 用 特殊 化 法 ,断定 对 
沁 ， 这 件 事 祝 发 生 ， 然后 借助 于 这 个 事 
的 当 采 用 特殊 化 法 时 ,一 定 要 验证 
是 所 说 的 性 质 ,因为 只 有 这 时 , 这 件 事 情 


各 的 命题 巨 包 全 得 词 即 是 某 个 熟悉 命题 的 否定 
时 扫 例 推 法 失 下 时， 应 该 考虑 用 换 质 位 法 或 矛盾 
者 ， 使 用 换 质 位 法 解决 问题 时 , 必须 直接 
等 出 命题 非 和 全 题 浊 4 如 果 必 要 可 使 用 第 10 章 的 方法 . 
由 假设 非 是 真 的 出 发 ,目的 是 断定 非 4 是 真 的 、 在 这 里 最 
好 是 使 用 磺 挫 -个 挫 法 , 从 命题 非 B 着 手 进 行 闫 推 ， 从 命题 非 
4 着手 进行 还 豆 注 意 在 顺 推 或 倒 推 过 程 中 是 不 是 出 现 
了 时 词 ， 因 为 如 所 它们 册 现 了 ， 那 么 相应 地 用 构造 法 、 选 择 
法 .归纳 法 和 特殊 化 法 . 
当 热 质 位 法 尔 败 时 ， 用 矛盾 法 仍然 存在 着 希望 . 
人 和 必 4 是 真 的 , 而 且 可 以 假设 B 是 假 的 ， 这 就 给 
呈 了 西 个 事实 ， a 
后 在 这 里 矛盾 量 现在 什么 地 方 经 常 是 不 明显 的 ,但 是 用 命 
齐 筷 和 非 B 作 腻 扒 ,这 个 矛 捕 总 能 找到 . 
在 试 凑 证 骨 “4 推出 8B” 时 ， 要 尽 可 能 地 观察 BB 的 形式 ， 
“仔细 阅 演 命 题 B8 中 的 某 些 关键 词 ， 因为 它们 经 常 指 出 
L 全 量词 < 存在”, 闭 么 就 考虑 用 构 
就 量 记 “对 所 有 的 "时 ， 应 该 采用 选择 法 或 归纳 法 ， 
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造 法 ， 而 发 
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第 便服 切 男 防 8 符 
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当 命 题 也 中 有 和 否定 词 时 ， 也 许 应 该 用 换 质 位 法 或 者 洱 盾 法， 
其 它 要 看 出 的 关键 词 是 “唯一 ” “或者” 以及“ 极 六 ”和 “所 小 ”， 
与 之 相应 的 应 该 用 唯一 性 法 、 互 斥 法 以 及 极 大 - 极 小 法 ， 如 果 
不 能 当 据 妃 的 形式 进行 选择 ,就 应 该 用 顺 推 - 倒 推 二 来 进行 ， 
表 8 提供 了 一 个 全 面 的 总 结 . 
现在 已 准备 好 去 “说 "数学 语言 了 ,因为 新 “词汇 家” 和 “ 语 
法 ”已 经 完成 了 、 关 于 证 明 论断 、 定 理 、 引 型 和 推论 , 已 经 学 过 
了 三 种 主要 的 证 明 方法 ， 这 就 是 顺 推 - 倒 推 法 、 换 质 位 法 和 矛 
盾 法 .也 知道 了 量词 以 及 与 它 相 应 的 构造 法 、 选 择 法 .归纳 法 
和 特殊 化 法 .对 于 特殊 情况 , 在 证 明 方 法 中 也 有 唯一 性 法 、 互 
斥 法 和 极 大 - 极 小 法 ， 如 果 所 有 这 些 证 明 方 法 都 失败 了 , 而 你 
坚持 要 闯 我 还 有 什么 方法 一 一 那 我 是 什么 也 说 不 出 来 了 ! 
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12.1 指出 下 列 每 个 命题 应 该 用 哪 种 方法 证 明 ， 并 说 明 
理由 . 

(a) 如 果 p 和 g 是 奇数 ， 那 么 方程 w? 十 2pw 十 g 一 0 对 于 
2 没有 有 理 数 解 . 

(b) 对 于 wz4 的 每 个 整数 n, 有 nl 之 m2 

(0) 如 果 了 和 9g 是 凸 函 数 ,那么 +g 也 是 凸 函数 ， 

(a) 如 果 5 和 c 是 实数 ， 那 么 6 十 be 十 ca 满足 条 件 
02 十 0 十 0 一 上 的 最 大 值 专 1、 

(e) 在 平面 内 ， 通 过 给 定 直 线 ! 上 一 点 2 并 且 与 直线 1 
垂直 的 直线 有 且 只 有 一 条 . 

(f) 如 果 了 和 9 是 两 个 函数 ,具有 性 质 

(I) 对 所 有 实数 %, 有 f(%) <g(%)， 

(2) 不 存在 实数 >0, 使 得 对 所 有 wm, 有 f(z) 所. 
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卷 么 不 存在 实数 萎 >0, 使 得 对 任意 w, 有 g(%) < 入 

(g) 如 果 函 数 开 和 9 在 点 处 连续 , 那么 f+g 也 在 点 
处 连续 . 

Chy》 如 果 画 数 了 与 9 在 点 处 连续 ， 那 么 对 于 每 一 个 实 
数 。>0, 存在 一 个 实数 3>0， 使 得 对 所 有 具有 | 一 y|<5 的 
实数 y, 有 

fo) +g(0) -FW) +g) |<e. 

0 如 桶 了 是 一 个 单 变量 函数 , f( 四 一 2 十 多 ,那么 存在 
一 个 在 0 与 1 之 间 的 实数 v”, 使 得 对 所 有 ,有 了 (e*) <7()， 

12.2 投 述 如 何 使 用 下 列 每 种 方法 去 证 明 “ 对 n>4 的 每 
个 整数 ,有 m1>m”, 关 指出 假设 是 什么 ?结论 是 什么 ? 

(8) 归纳 法 . 

(b) 选择 法 . 

(0) 硕 推 - 倒 推 法 (提示 ， 将 问题 转化 成 “如 果 …… 那 么 
ee ”的 等 价 形 式 ). 

@) 矛盾 法 , 


附录 A， 整 体 综合 I 


在 这 个 附录 中 将 用 具体 例子 说 明 怎样 阅读 和 理解 按 教科 
书 中 流行 的 形式 写 出 的 证 明 ， 然 后 通过 讲述 一 个 例题 来 说 明 
解 题 的 一 般 性 策略 . 

由 于 大 多 数 证 明 是 用 流行 写法 ， 所 以 必须 了 解 在 这 种 写 
法 中 所 用 的 是 什么 证 明 方 法 和 为 什么 要 用 这 种 方法 .一 个 写 
出 的 证 明之 所 以 会 变 得 难以 理解 ， 通 常 是 由 于 作者 省 略 了 思 
考 过 程 , 这 就 迫使 你 去 重新 进行 思考 ， 要 这 样 做 , 就 要 求 你 了 
解 作者 对 这 个 问题 运用 的 是 哪 种 证 明 方 法 以 及 是 怎样 用 的 。 
用 下 面 的 例子 来 说 明 怎 样 阅读 证 明 ， 与 以 前 的 例子 不 同 , 这 
里 将 简练 的 证 明 放 在 了 解释 怎样 阅读 它 的 证 明 概要 之 前 ， 

这 个 例子 与 实数 的 “无 界 ” 集 合 的 概念 有 关 . 所谓 无 界 集 
合 是 指 在 这 个 集合 中 存在 元 素 ， 它 离 0 任意 的 ” 远 ， 先 给 出 
有 界 集合 的 正式 定义 . 

定义 了 7 设 S 是 某 些 实数 组 成 的 集合 。 如 果 存 在 一 个 
实数 用 >>0, 使 得 对 集合 5 的 所 有 元 素 z, 都 有 |z| 达 用 ,那么 
说 集合 5S 是 有 界 的 . 

例 15 如 果 S 是 某 些 实数 所 组 成 的 集合 人 的 子 集合 ,并 
且 六 是 无 界 的 ,那么 卫 也 是 无 界 的 . 

例 15 的 证 明 

为 便于 参考 .将 证 明 的 每 一 句 话 ,单独 的 写成 一 条 . 

S51 设 8 是 集合 T 了 的 一 个 子 集合 ， 假 设 与 结论 相反 , 了 
是 有 界 的 . 

3， 因 此 , 存在 一 个 实数 用 '>0, 使 得 对 了 中 的 所 有 mw， 
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有 |o| < 了 
8a， 将 证 明 8 是 有 界 的 . 
Ss， 为 此 , 令 w 是 S 中 的 一 个 元 崇 . 
8s， 因 为 8 是 卫 的 子 集合 ,所 以 在 允 中 . 
Se， 这 样 一 来 , |? | 之 了 ,于 是 BB 是 有 界 的 , 这 是 一 个 矛 


证 明 概要 给 出 从 51 到 56 的 每 一 步 的 解释 . 

如 的 解释 ， 首 先 指出 是 用 矛盾 法 来 做 这 个 证 明 的 , 并且 
相应 地 假设 4( 的 一 部 份 ) 是 真 的 ， 即 S 是 了 了 的 一 个 子 集合 ， 
也 假设 非 B 是 真 的 , 即 了 是 有 界 的 . 

注意 ， 虽 然 假 设防 是 元 界 的 , 但 作者 没有 明确 地 指出 
这 一 点 . 

运用 矛盾 法 是 并 不 意外 的 .因为 疯子 的 结论 已 经 出 现 了 
否定 词 ， 有 时 先 浏览 一 下 证 明 , 找到 作者 要 推出 什么 矛盾 是 
有 好 处 的 ， 在 Ss 中 说 是 有 界 的 , 这 与 S 不 是 有 界 的 假设 
相 了 矛盾. 这样, 再 从 8s 看 到 8e， 有 目的 地 去 看 作者 是 怎样 从 
女 和 非 好 着 手 进行 顺 推 而 得 到 这 个 矛盾 ， 

Ss 的 解释 ， 从 命题 非 B( 即 了 是 一 个 有 界 集合 ) 着 手 进 
行 顺 推 ,通过 定义 17 而 断定 存在 实数 用 '>>0, 使 得 对 下 中 所 
有 元 素 有 

|z|<27. 

Ss 的 解释 : 这 里 作者 指出 的 目的 是 证 明 S 是 有 界 的 , 但 
并 没有 给 出 8 有 界 从 而 得 到 矛盾 的 理由 

54 的 解释 ， 初 看 这 一 步 似乎 很 隐秘 , 这 是 因为 省 略 了 思 
考 过 程 中 的 几 个 步骤 ， 作 者 已 经 不 明显 地 提出 了 如 下 抽象 问 
题 : “怎样 才能 证 明 一 个 集合 ( 即 5S) 是 有 界 的 ?” 然 后 使 用 定义 
17 来 回答 这 个 问题 , 从 而 必须 证 明 存 在 一 个 实数 下 >0, 使 得 
对 中 的 所 有 数 %, 有 |z| 达 XL， 


i 吏 了 | 存在 ”就 应 该 用 构造 法 去 找 记 需 要 的 信 
7? 告 激 你 的 值 是 21 呢 ( 秽 8)? 真 是 这 样 的 
话 , 就 必须 说 明 天 具有 希望 的 性 质 , 即 M >>0(M' 已 具有 这 
一 性 质 ), 并 且 对 8 中 所 有 突 数 %, 有 |z| < 

这 样 ,在 倒 推 过 程 中 出现 了 量词 “时 所 有 的 ”, 接 下 去 就 一 
定 要 用 选择 法 。 作者 在 S54 中 正 是 这 样 做 的 ,在 那里 他 指出 ; 
“… 令 wv 是 辟 中 的 一 个 元 素 ”， 一旦 选 出 了 请 中 的 元 素 o, 接 
下 去 就 一 定 楼 证明 |z'| <M'， 但 作者 没有 明确 说 出 他 将 要 去 
做 的 事 ， 注 意 , 在 B84 中 用 “ 令 ” 这 个 词 , 表示 已 经 使 用 了 选择 
法 . 


造成 54 如 此 难以 理 多 的 原因 是 缺少 足够 的 细节 , 特别 是 
省 略 了 抽象 问题 及 其 回答 ,以 及 一 些 其 它 步 又 ， 这 样 的 一 些 
细节 常常 留 给 读者 去 作 . 

Ss 的 解释 ， 在 Ss 中 ， 作 者 突然 转换 到 顺 推 过 程 并 且 从 
4( 即 从 六 是 了 的 子 集合 这 个 事实 ) 出 发 进行 顺 推 ， 通 过 应 
用 子 集合 的 定义 ， 世 定 如 中 的 所 有 元 素 w 在 外 中 ( 见 定 义 
144)， 接着 ， 作 者 没有 指明 将 这 个 命题 特殊 化 到 8 中 的 特殊 
值 2 上 ,而 断定 了 w' 在 T 中 .注意 ,作者 再 一 次 省 略 了 部 份 
思考 过 程 而 留 给 读者 去 作 ， 为 什么 必须 证 明 w' 在 T 中 呢 ? 这 
十 为 了 证 明 |w'| 志 M1". 

Se 的 解释 ， 在 这 里 ， 作 者 最 后 断定 |w| 之 用 '， 这 样 就 证 
明了 5 是 有 界 的 , 并 且 推 出 与 题 设 S 是 无 界 的 相 了 矛盾 .这 里 
仪 和 的 问题 是 作者 怎样 得 到 | 四 | < 并 的 结论 的 ， 因 为 他 没有 
指出 具体 的 证 明 方法 ， 实 际 上 , 作者 已 经 使 用 了 特殊 化 法 , 将 
Ss 中 的 命题 特殊 化 到 特殊 值 zw» 上 . 但 是 回想 一 下 , 当 用 特殊 
化 法 时 ， 必须 验证 所 考 丰 的 特殊 事物 (在 这 里 是 wm") 具 有 所 说 
的 性 质 (在 这 里 是 vz 在 帮 中 )， 这 个 事实 在 名 中 已 经 给 出 ， 
不 过 那 时 作者 没有 告诉 你 为 什么 要 证 明 2 在 7 中 ， 
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再 读 -- 湿 上 述 简 练 证 明 , 就 知道 为 什么 它 难 以 吾 解 ， 这 
是 岗 为 没有 赔 明 5 具体 三 尖 ， 特 别 古 没 甩 指出 抽象 过 程 
和 使 用 了 特 多 化 方法 ， 另 外 , 作者 又 省 略 了 一 说 份 思考 过 程 ， 
当 补 充 上 这 些 遗 漏 的 步骤 以 后 ; 便 理 解 这 个 证 明了 . 

当 你 阅读 证 明 时 可 以 利用 上 面 的 总 结 . 并 且 希 望 你 亲自 
做 一 些 工 作 , 米 学 会 识别 所 使 用 的 各 种 方法 。 首先 看 作者 使 
用 的 是 原始 形式 的 顾 淮 - 合 扒 法 还 是 芳 盾 法 .然后 看 所 用 的 
方法 中 叉 包含 哪些 别 的 方法 , 是 不 是 有 量词 出 现 , 相应 地 是 用 
选择 法 .归纳 法 、 构 造 法 和 特殊 化 法 中 的 哪 一 种 或 鄂 几 种 .对 
于 在 选择 法 和 特殊 化 法 中 出 现 的 复杂 记号 要 特别 注意 , 例如 ， 
在 例 15 的 简练 证 明 中 ， 作 者 可 以 用 记号 “2” 和 “MM” 来 代 埠 
“zw 和 “M”， 如果 是 这 样 做 的 ， 那 就 不 得 不 去 区 别 在 以 下 两 
个 命题 中 出 现 的 四 在 “对 所 有 具有 某 种 性 质 的 >， 某 件 事情 
发 生 ” 这 个 命题 中 ,“w” 指 的 是 一 般 事 物 ; 而 在 “ 令 "具有 某 种 
性 质 * 这 种 形式 的 命题 中 ,“w” 指 的 是 一 个 特殊 事物 .将 用 附 
录 8B 的 例子 说 明 , 在 间 一 证 明 中 一 个 记号 的 双重 用 法 是 会 造 
成 混乱 的 . 

当 你 对 一 个 写 出 的 证 明 的 基 一 步 不 能 接着 推 下 去 时 ， 看 
样子 很 可 能 是 由 于 缺乏 足够 的 细节 .为 了 弥补 这 个 缺陷 , 要 
学 会 自已 怎样 将 这 个 证 明 继续 做 下 去 ， 然 后 看 看 写 出 的 证 明 
与 你 目 己 的 思考 过 程 是 否 一 致 . 

已 经 知道 了 怎样 去 阅读 一 个 证 明 ， 现 在 到 了 你 自己 去 做 
出 证 明 的 时 候 了 .在 下 面 的 例子 中 ,特别 说 明 怎 样 由 所 考虑 
命题 的 形式 来 决定 需要 使 用 的 方法 . 

例 1 如 果 了 是 某 些 实数 所 组 成 的 一 个 有 界 集 合 , 那么 
了 的 任意 子 集合 都 是 有 界 的 . 

证 明 概要 考察 命题 B, 一定 会 发 现 量词 “任意 一 个 ”, 因 
而 应 该 用 选择 法 米 作 证 明 .。 相应 地 ,应 该 写 出 “ 令 太 是 了 的 
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一 个 子 集合 ， 将 证 明 8 是 有 界 的 >， 于 是 这 个 将 要 证 明 的 新 
命题 是 ， 

Bl，8 是 有 和 界 的 ， 

由 于 看 不 出 B 有 任何 特别 形式 , 用 顺 推 - 倒 推 法 进行 或 
许 是 最 好 的 方法 。 这 就 是 从 Bi 进行 倒 推 ， 直 到 不 再 有 效果 
时 为 止 。 然后 用 是 某 些 实数 所 组 成 的 一 个 有 界 集 合 的 候 
设 来 进行 顺 推 ， 

从 Bi 进行 倒 推 ,你 能 提出 一 个 抽象 问题 吗 ? 这 样 的 问题 
是 “怎样 才能 证 明 一 个 集合 ( 即 8 是 有 界 的 ?回答 抽象 问题 
的 合理 途径 是 用 定义 .在 这 里 就 必须 证 明 ， 

Bo， 存 在 一 个 实数 M>0, 使 得 对 8 中 的 所 有 元 素 w 有 
|z|<AM. 

量词 “存在 的 出 现 指出 应 该 用 构造 法 , 也 指出 应 该 转向 
顺 推 过 程 去 产生 所 需要 的 MM 的 值 。 从 假设 了 是 有 界 的 着 手 
进行 顺 推 , 你 能 推出 一 些 什么 结果 ? 至 少 总 可 以 应 用 定义 ,由 
此 你 能 够 断定 ， 

41， 存在 一 个 实数 M'>0， 使 得 对 下 中 的 所 有 元 素 几 
有 |z|< .27 

注意 , 已 经 用 记号 <M” 来 代 将 “M” 了 ， 这 是 因为 在 倒 扒 
过 程 中 已 经 使 用 过 “M” 了 ， 

也 许 M' 是 Bs 中 想 要 求 的 MM 信 ， 在 使 用 构造 法 时 ， 试 
图 用 “明显 ”的 方式 来 构造 所 需要 的 事物 , 一般 来 说 是 合理 的 . 
在 这 里 意味 着 令 用 =H'， 要 想 这 个 “猜测 ”是 正确 的 , 一定 要 
证 明 所 说 的 性 质 成 立 ( 即 到 >0)， 而 且 所 说 的 这 件 事情 发 生 
〈 即 对 8 中 的 所 有 w% 有 |zo|< 320) 因为 用 >>0, 政 = 了， 不 
准 看 到 用 >>0. 于 是 莘 下 来 的 只 要 证 明 

Bs， 对 所 有 S 中 的 元 素 mw 有 |z|< 1， 

出 现 量词 “对 所 有 的 ”， 应 该 用 选择 法 选择 8 中 的 一 个 元 
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素 ,不 妨 记 为 内, 对 必 来 证 明 

BB |e'| 达 有 或 |w'|< 放 '( 国 为 轩 =M). 

注意 ， 为 了 避免 与 记号 “z” 温 淆 ， 已 经 用 记号 "xz ”来 殉 示 
一 个 特殊 事物 ， 在 这 里 , 怎样 得 到 |w'| < 之 M' 的 结论 是 不 清楚 
的 ,因而 要 仔细 考察 命题 41. 只 要 能 将 命题 41 特 殊 化 到 % 一 2 
上 上, 就 可 以 使 用 特殊 化 法 得 到 所 希望 的 |z | < 和’ 的 结论 .而 
要 能 够 这 样 做 ， 就 必须 确信 所 考虑 的 特殊 事物 ( 即 2 确实 满 
足 所 说 药性 质 ( 即 vw 在 T 中 )、 所 以 目的 是 证 明 w 在 了 中 . 

回忆 一 下 , x 是 从 5 中 选 出 来 的 一 个 元 素 , 而 且 5 是 从 
了 中选 出 来 的 一 个 子 集合 。 怎样 利用 这 些 信息 去 证 衣 w' 在 
了 中 呢 ? 从 子 集合 的 定义 出 发 作 顺 推 ,知道 对 8 中 的 所 有 %,% 
在 TJ 中 ， 这 样 ,确实 能 把 命题 4; 特殊 化 到 w=w' 上 ， 这 就 是 
由 于 知道 z' 在 S 中 而 达到 证 明 w 在 T 中 的 上 有 的， 证 明 完 
毕 ，/ 

例 16 的 证 明 令 8 是 了 的 一 个 子 集 合 ,为 了 证 明 尽 是 
有 界 的 , 将 证 明 有 一 个 实数 了 >>0 具有 性 质 ， 对 8 中 的 所 有 
2 有 |z| 二 AY， 

由 于 题 设 全 是 有 界 的 ， 所 以 存在 实数 M'>0, 使 得 对 了 
中 的 所 有 xz 都 有 |z| < 3 ， 令 M= MN'， 为 了 看 出 1 具有 想 
要 的 人 性质， 令 w' 是 5 中 的 一 个 元 素 ， 因 为 S 是 了 的 一 个 子 
集合 ，w' 在 T 了 中 ,从 而 得 出 想 要 的 结论 ，|z'| 之 必 =TM'， 证 
明 完 毕 ，/ 

钱 决 疑难 问题 不 是 一 门 精确 的 学 科 ， 在 这 里 只 能 给 出 
一 般 性 的 建议 ， a 
书 中 找到 . 

当 试 图 证 明 “4 推出 B” 时 , 我 们 可 以 根据 B 的 形式 有 意 
识 地 选择 一 种 证 明 方 法 .如 时 B 没 有 特别 形式 , 那么 最 好 是 
用 顺 推 - 爸 准 法 进行 证 明 ， 如 果 这 样 不 成 功 , 那么 可 用 其 他 方 
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法 试 一 试 . 也 过世 这 着 问 自己 ， 为 什么 了 3 不 能 臣 切 的 ， 于 是 
文 你 侦 用 开导 法 (或 者 换 质 位 法 ). 

由 于 某 种 原因 ;用 某 种 方法 不 能 完成 证 明 时 ， 要 用 识 地 
去 寻找 另 一 种 适当 的 证 明 方 法 . 有 时 将 命题 了 的 形式 进行 加 
工 , 便 可 找到 另外 方法 ， 例 如 , 命题 吾 中 出 现 量 词 “对 所 有 的 ” 
并 写成 以 下 标准 形式 : 

对 所 有 具有 ” 某 种 性 质 "的 “事物 ”使 得 (有 六 某 件 事情 发 
生 ”, 

如 果 对 它 用 选择 法 失败 , 那么 可 以 试 着 将 召 改写 为 以 下 形式 ; 

不 存在 具有 “ 某 种 性 质 ” 的 “事物 ”， 使 得 “ 某 件 事情 不 发 
生 ”, 

由 于 在 这 种 形式 中 出 现 了 否定 词 ， 就 可 以 使 用 矛盾 法 了 ， 假 
设 有 一 个 事物 具有 所 说 的 性质 , 使 这 件 事 情 不 发 生 ， 目的 是 
推出 一 个 矛盾 . 

对 命题 的 各 种 形式 , 通常 最 好 是 先 试 着 用 相应 的 证 明 
方法 ， 在 思考 一 个 证 明 时 ， 权 记得 所 考虑 的 命题 有 什么 样 的 
形式 , 将 决定 使 用 哪 种 方法 进行 证 明 . 

如 果 你 遇 到 了 一 些 问题 而 疑惑 不 解 时 ， 你 将 这 些 问 题 暂 
时 放下 还 是 有 利 的 ， 因 为 当 你 回 过 来 看 时 , 也 许 会 看 到 新 的 
解决 途径 、 浅 无 疑问 , 当 你 作 过 很 多 的 题目 后 , 你 将 会 找到 许 
多 窃 门 . 
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附录 B， 整 体 综合 I 


这 个 附录 将 僵 你 在 阅读 证 明和 做 出 证 明 方 面 得 到 更 多 的 
练习 ， 这 里 所 出 的 例子 比 附 录 4 中 提出 的 更 困难 些 ， 所 增 
加 的 困难 ， 有 一 部 分 是 由 于 所 考 感 的 命题 含有 三 个 而 不 是 两 
个 量词 . 

第 一 个 例子 是 为 了 教 你 怎样 阅读 可 能 在 教科 书 中 出 现 的 
倘 练 证 明 .， 因此 倘 练 证 明 放 在 详细 的 概要 之 前 ， 然 后 用 这 个 
概要 去 解 琶 怎样 阅读 简练 证 明 ， 这 个 例子 是 关于 单 变量 函数 
的 “连续 ”概念 , 它 指 的 是 , 如 果 变 量 的 值 有 “微小 ”的 改变 , 那 
么 函数 的 佬 就 不 会 有 “根本 ”的 改变 。 画 数 连续 的 员 一 种 说 法 
是 , 使 铅 忽 不 离开 纸 面 而 能 到 出 它 的 曲线 ， 下 面 给 出 连续 的 
正式 定义 ， 

定义 18 设 了 是 一 个 单 变量 画 数 ， 如 果 对 于 每 个 实数 8 
>0, 存在 一 个 实数 3>0, 使 得 具有 性 质 jw 一 %|<8 的 所 有 实 
数 y, 可 以 得 到 |f(%) 一 f(y) | 过 s, 那么 说 了 在 点 2 处 连续 . 

例 17 如 果 了 和 g 是 在 点 ”处 连续 的 两 个 函数 ， 那 么 函 
数 .f 上 9 也 在 点 ”处 连续 ( 注 ， 函 数 .jj -Hg 在任 总 点 Y 处 的 画 
数值 为 f(y) 十 9g(9)). 

例 好 的 证 明 

为 了 便于 参考 ,将 证 明 的 每 一 名 话 单独 写成 一 条 . 

i， 为 了 证 明 函 数 f+g 在 2 处 连续 , 令 se>0. 

&8a， 将 证 明 存 在 一 个 8S>0， 使 得 对 所 有 满足 lw 一 %|<<5 
的 y, 有 

(f (2) +g(0) — (Ff +g i<s 


Ss， 因 为 了 在 点 “处 连续 , 所 以 存在 5 >>0, 使 得 对 所 市 
满足 |z 一 y| 过 5 的 y, 有 
lo) -7GD)1< 千 


&4， 同样， 因为 9 在 点 处 连续 , 所 以 存在 8>0, 使 得 
对 所 有 满足 |zw 一 y| 过 6s 的 y, 有 
Mo -了 (1< 怠 
Ss， 令 5=min {561, 52}( 它 是 大 于 0 的 ) 再 令 y 具 有 性 
质 |w 一 y|<&. 
So， 那么 |z 一 y| 过 51, |z 一 y| 之 6s, 因而 
|f (2) tgo)— (FO + gD | SIf) -fy)| 


十 |gG) ~g(y) [< + 


证 明 完 毕 ，/ 

证 明 概 要 ”给 出 从 51 到 56 的 每 一 步 的 解释 . 

51 的 解释 ， 这 句 话 表明 使 用 顺 推 - 倒 推 法 进行 证 明 . 因 
为 “为 了 证 明 函 数 +g 在 点 % 处 连续 ”这 名 话 ,意味 着 作者 打 
算 证 明 命题 也 是 真 的 .问题 是 作者 为 什么 说 “… 令 e>>0”? 这 
与 证 明 f+g 在 点 4 处 连续 有 关 ， 所 说 的 这 一 切 是 作者 已 经 
暗中 提出 抽象 问题 “怎样 才能 证 明 一 个 函数 ( 即 了 ++g) 在 一 
点 ( 即 2) 处 是 连续 的 ?” 并 且 应 用 定义 18 来 回答 , 从 而 必须 证 
明 对 每 个 s>0 定义 18 中 所 说 的 事情 发 生 . 

在 倒 推 过 程 中 看 到 量词 "对 所 有 的 的 ”应 该 使 用 选择 法 ， 
选择 s>0 的 一 个 特殊 值 ， 所 以 作者 才 说 “… 令 8s>0”, 注意 ， 
在 连续 的 定义 中 出 现 的 记号 “8 “ 指 的 是 。 的 一 般 值 ， 而 在 
中 出 现 的 记号 “%e” 指 的 是 由 选择 法 选 出 的 一 个 特殊 值 ， 一 个 
记号 的 双重 使 用 会 造成 混乱 ， 但 在 写 出 的 证 明 中 恰好 是 共用 
的 . 
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使 S; 如 此 难以 理解 的 原因 是 作者 省 略 了 部 分 思考 过 程 ， 
即 省 咯 了 抽象 问题 及 其 回答 ， 这 些 细节 往往 留 给 读者 去 作 ， 

Ss 的 解释 ， 作 者 明确 指出 要 去 做 什么 ,但 为 什么 要 证 明 
存在 一 个 3>0， 使 得 8。 中 所 说 的 那 件 事情 发 生 呢 ? 回想 一 
下 , 在 8: 中 , 利用 选择 法 选 出 一 个 es>0， 从 而 必须 证 明 对 于 
这 个 s， 定 义 18 中 所 说 的 事情 发 生 ， 定义 18 中 所 说 的 事情 
就 是 在 Ss 中 所 说 的 事情 ;“ 存 在 一 个 5>0…2”( 参 看 定义 18). 

Ss 的 解释 ， 作 者 已 转向 顺 推 过 程 ( 从 Ss 看 到 了 量词 “ 存 
在 ”, 提示 使 用 构造 法 来 产生 所 希望 的 6>0). 作者 是 从 假设 
在 点 “处 连续 用 定义 18 着 手 顺 推 ， 但 作者 没有 告诉 你 , 在 
定义 中 出 现 了 量词 “对 所 有 的 ”已 经 将 命题 (定义 ) 特殊 化 到 
总 这 个 值 上 ， 此 处 的 。 是 在 81 中 选取 的 ， 注 意 ， 在 定义 18 
中 的 记号 “82 指 的 是 一 般 值 , 而 在 8: 中 的 记号 “e” 指 的 是 8 的 
特殊 值 . 在 这 里 作者 为 什么 决定 取 各 的 特殊 值 而 不 是 s 呢 ? 
这 里 暂 不 解释 , 这 样 作 的 理由 在 Ss 中 才 会 清楚 , 

54 的 解释 ， 作 者 明确 地 使 用 在 Ss 中 所 用 的 方法 ， 根 据 
g 在 点 % 处 连续 的 事实 进行 顺 推 . 记 住 , 从 Ss 开始 作者 就 斌 
图 构造 一 个 3>0 的 值 , 使 得 8a 中 所 说 的 事情 发 生 . 

Ss 的 解释 ， 在 这 里 构造 出 所 希望 的 ?> 0 的 值 ， 这 个 值 
是 由 A 和 ,Ss 中 分 别 得 出 的 8 和 8s 结合 在 一 起 而 给 出 的 ， 
即 8=min {81,，6s}。 这 里 仍然 不 清楚 为 什么 用 这 种 方法 构造 
8， 因 为 作者 的 任务 是 构造 S>0, 使 3 具有 所 希望 的 性 质 ， 即 
对 所 有 适合 [zs 一 y| <5 的 y, 有 |f(w) +g(%) 一 (f(y) +g(9))| 
<8( 见 S,). 

在 S; 中 作者 没有 说 明 8>>0( 这 是 成 立 的 ， 因为 51, 5s 都 
大 于 0), 也 没有 说 明和“… 令 y 具 有 性质 |z 一 y| <5” 的 理由 , 这 


os 


号 因为 要 用 选择 法 玉 证 明 为 深 有 具有 性 质 |z 一 y| <8 的 y, 有 
{f(2) +y(9) — (fy) +9 )|<e 

这 里 还 要 注意 记号 “wv” 的 双重 用 法 ， 如果 要 完成 这 个 证 明 , 必 

须 证 出 


loD+9g(Go) 一 (7 +g(y))!<s. 

Ss 的 印 胖 :在 这 里 作者 断定 [fCw) 十 9(%) 一 (7C) 

+g( 引 ) <s。， 这 个 结论 是 怎样 得 到 的 呢 ? 不 难 钉 出 “… 
17Go)+9C — (fF) +99)) | So) -7 0) 
十 |9(o) —g(9)| 
这 是 因为 两 个 数 ( 即 fo) 一 f(y) 与 gC%) 一 9 的 和 的 绝对 
值 总 是 小 于 等 于 这 两 个 数 的 绝对 值 的 和 ， 但 为 什么 
Fo) 一 f(D)1+|g(e) 一 g(y)1< 各 + 训 

作者 再 次 省 略 了 部 分 思考 过 程 ， 

这 里 用 特殊 化 法 断定 了 

Go 一 (GOD1< 吾 和 lyCe) 一 gly) |< 号 
具体 地 说 ， 是 将 命题 8a 和 54, 特殊 化 到 Ss 中 选择 出 的 特殊 
值 y 上 ， 回 忆 一 下 , 当 应 用 特殊 化 法 时 ,我们 必须 确信 所 考虑 
的 特殊 事物 ( 即 四 满足 所 说 的 性 质 (在 这 时 是 |w 一 y|<51 和 
| 一 四 <3)， 在 gs 中 作者 凯 定 了 | 一 圳 <3 je 一 外 <5， 
但 是 你 能 看 出 为 什么 这 是 真 的 蚂 ? 再 看 一 遍 8s， 因 为 选 出 风 
2 满足 jz 一 外 <2, 并 且 8 一 min {61，6s}, 所 以 一 定 得 到 3 六 
3 和 8<3%，、 从 而 确实 有 |z 一 外 < 下 和 |@ 一 四 < 天 Sa， 因 此 , 作 
者 完全 有 理由 将 Ss 和 54 特殊 化 到 这 里 的 特殊 值 9 上 .所 以 
1f (2)—f(9)| < 读 和 |g(%) 一 g(y) |< 亏 . 

换 名 话说 ,作者 有 理由 断定 
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lo +gw-(FGOD+gGDT<lFo -7 


十 | g(2)- g(/)|< 避 十 可 一 8 


是 正确 的 或许 现 在 已 清楚 了 为 什么 作者 (在 8 和 入 中 ) 要 
将 s 特殊 化 冯 各 上. 

le 之 所 以 如 此 难 懂 是 因为 省 略 了 一 部 份 思考 过 程 ,但 你 
必须 看 出 使 用 的 是 什么 证 明 方法 ， 并 且 学 会 补 出 没有 给 出 的 
细节 , 以 使 所 宇 出 的 证 明和 连贯 起 来 ， 

下 面 钢 峰 说 明 怎样 作 证 明 , 特别 要 说 明 的 是 ,怎样 由 甩 考 
虚 命 题 的 形式 引出 正确 的 方法 . 

例 18 如 果 了 是 单 谈 量 函 激 ， 并且 在 点 4% 处 满足 这 样 的 
性 质 : 存在 实数 c>0 和 6'>0, 使 得 对 所 有 小 足 |w-y| < 的 
y, 有 |f《z) 一 f(y)|<clw--y|, 那 么 了 在 点 xz 处 过 续 . 

证 明 几 票 ”从 观察 命题 B 以 试图 选择 一 种 证 明 方法 开 
始 。 因 为 8 没有 特别 的 形式 , 所 以 应 该 使 用 顺 推 - 倒 推 法 ,这 
就 提出 抽 祭 问题 “怎样 才 甬 证 明 一 个 函数 ( 即 用 在 一 点 ( 即 
w) 处 是 连续 的 ?定义 通常 提供 了 一 个 回答 ,就 是 要 证 明 

BJ， 对 所 有 8 之 0, 存在 一 个 3>0, 使 得 对 所 有 满足 |z 一 
y| <8 的 y, 有 |f (2) 一 f(y)|<s. 

.圭一 下 Bi， 一 定 能 看 出 量词 “对 所 有 的 ”， 所 以 用 选择 法 
来 选择 一 个 s>0 的 特殊 值 ， 对 这 个 选择 出 的 特殊 值 应 该 
一 个 与 “8? 不 同 的 记号 , 以 避免 混淆 ， 在 简练 的 证 明 中 可 以 写 
作 “ 令 >0…”， 一 旦 你 已 经 选择 好 6 >>0, 选择 法 要 求 你 证 
明 所 说 的 事情 发 生 ， 在 这 里 是 证 明 

Bs， 存 在 一 个 3> 使得 对 所 有 满足 lz-y|<3 的 9 有 
1f(o) 一 < 

看 一 下 Bs, 一 定 会 看 出 量词 “存在”， 所 以 使 用 构造 法 去 
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产生 所 希望 的 $ 的 值 . 当 使 用 构造 法 时 ,比较 适当 的 是 转向 
顺 推 过 程 以 产生 所 希望 的 事物 . 

由 假设 存在 实数 e>0 和 5 >0， 使 得 假设 中 所 说 的 事情 
发 生 而 作 顺 推 ， 应 该 构造 出 5, 也许 5=5’( 或 者 5=c). 为 什 
么 不 去 “猜测 ”3 一 8 并且 看 看 是 否 正确 呢 ? 如 果 不 正 确 , 那么 
也 许 将 发 现 8 该 有 什么 样 的 适当 值 ， 为 了 检验 3=8' 的 猜测 
是 否 正确 , 必须 看 看 8 是 否 具有 Bs 中 所 要 求 的 性 质 ， 而 且 是 
否 使 Ba 中 所 说 的 事情 发 生 ， Bs 中 要 求 6>0， 但 是 当 5 = 
时 ,由 6'>0, 必定 有 65>0. 余下 的 只 是 验证 对 6=8 有 

B86， 对 于 所 有 满足 [zy|<5 的 y， 有 |f(%) -fy)|< 
8 

从 Bs 一 定 会 看 出 在 倒 挫 过程 中 出 现 了 量词 “对 所 有 的 ”， 
所 以 应 该 使 用 选择 法 去 选 出 一 个 y 的 特殊 值 ， 记 为 y， 满 足 
|z 一 y| 过 5， 选 择 法 要 求 你 证 明 所 说 的 事情 发 生 ， 这 里 是 证 
明 

Bs |f(2)—f(y)|<s’ 

看 不 出 Bs 是 否 是 真 的 ， 但 假设 中 仍 有 一 些 没有 用 到 的 
信息 , 特别 是 >0 没有 用 到 , 下 面 的 命题 也 没有 用 到 

41: 对 所 有 满足 |z-y|<5 的 % 有 |7(o) -FS 
clz—y|. 

转向 顺 推 过 程 , 当 看 到 量词 “对 所 有 的 ”时 ,也 许 你 将 考虑 
采用 特殊 化 法 . 问题 是 将 y 特殊 化 到 哪个 值 上 . 我 们 不 妨 试 一 
试 在 倒 推 过 程 中 得 到 的 y， 幸运 地 是 被 选 出 的 % 具有 在 4: 
中 所 说 的 性 质 (因为 lz 一 y|<5 和 5=6', 故 |w-y|<8), 因 
此 能 将 41 中 的 y 特殊 化 到 yy .上 ,得 到 

ds |f(2) -fC ) | <els—y| 
回忆 一 下 , 在 倒 推 过 程 中 得 到 的 最 后 命题 是 B6， 为 了 完成 证 
明 ,看 看 4s 是否 能 改写 得 更 像 B6， 因 为 选 出 的 Y 满足 |z 一 
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| <5, 所 以 4 能够 改写 为 

ho MO-7GD1<ses 
如 果 已 经 知道 3 小 于 e/ 就 会 得 到 B,， 可 异 我 们 只 知道 3 一 
8 并 不 知道 c3<e"， 这 说 明 原来 的 猪 想 $ 一 9/ 是 不 正确 的 ， 
也 许 应 该 < 猪 测 ”8, 使 得 8<e，8>0. 为 什么 不 去 等 价 地 " 哺 
测 ” 0< < 所 呢 ? 为 了 要 看 看 这 新 的 “ 靖 测 ”0<3< -是 
否 正确 , 必须 检验 对 于 3 的 这 个 信 ， 中 所 说 的 性 质 是 否 成 
立 , 并 且 所 说 的 事情 是 否 发 生 ， 显 然 忆 经 有 了 5>0， 记 以 Bs 
中 所 说 的 性 质 成 立 ， 剩 下 的 只 是 验证 对 8 的 这 个 值 B 中 所 
说 的 事情 发 生 , 即 证 明 B 是 真 的 ， 

与 前 面相 同 ,用 选择 法 选 出 % 适合 lz 一 /| <<%, 再 证 明 有 ， 
是 真 的 ， 前 面 是 将 4 中 的 y 特殊 化 到 ar 上 ,然而 这 里 却 存在 
一 个 问题 ， 因 为 你 并 不 知道 yw 满足 4 中 的 性 质 ， 即 jz 一 y | 
<3", 而 只 知道 lz 一 or|<5 和 0<5<- 对 ， 要 是 对 4 应 用 特 
区 -化 法 ,就 刚好 可 得 出 4s。 最 后 因为 68<e'， 所 以 能 得 到 所 
希望 的 结论 B 是 真 的 

你 能 够 “ 铺 测 "出 怎样 的 3>0, 使 得 o6<e' 并 且 同 时 能 将 
妨 中 的 gy 特殊 化 到 y 上 吗 ?回答 是 0<8<min 8 部}. 因 
为 当选 择 y 满足 lm 一 多 | <3 时 , 由 于 8<8, 将 得 出 [2 一 | 过 
3， 这 样 就 可 以 将 和 中 的 特殊 化 到 上 ,由 4s 和 8<- 
的 事实 可 以 断定 

/ / EN, 
0) -f(y ) |<elo-y | <08<0(S)=e. 

于 是 完成 了 证 明 . 

例 18 的 证 明 为 证 明了 在 点 “处 连续 令 ">0， 根 据 
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侵 设 能 能 构造 0<8<min |3， 刀 |， 那么 对 清 足 lz-w< 
5 的 尹 ,能 够 得 到 jz 一 b| <8. 所 以 根 沁 假设 有 | je) 一 了 (v1 
<elz 一 o|<c5， 此 外 困 为 8<- 生 ， 议 有 -7 )1<o8 
<e (三 )~e， 证明 完成 ，/ 

就 象 任何 语言 的 读 、 写 和 说 同 实践 紧密 相关 一 样 ,这些 证 
明 方法 也 只 是 为 你 向 正确 的 方向 起 步 而 设计 的 ， 
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1.1 (a)，(o)，(e) 和 ( 旋 是 命题 
1.2 (g) 假设 ， 直 角 三 角形 有 了 2Z 的 直 负 边 长 是 < 和 
y 鲜 边 长 是 加 面积 是 全， 
结论 ，ZY 了 Z 是 等 腰 三 角形 . 
(b) 假设 ， 是 偶数 . 
结论 ，w” 是 偶数 . 
(6) 假设 ，a, 5, c, 6,，e 和 了 都 是 实数 ， 具 有 性 质 od 一 
be¥0, 
结论 ， 线 性 方程 组 
| 
cw+ay=f 
对 由 y 有 解 . 
(d) 假设 ， ”是正 整数 . 


结论 ， 前 % 个 整数 的 和 是 et . 
(e) 假设 ，r 是 实数 并 且 满足 2 一 2， 


结论 7 是 无 理 数 . 
(f) 候 设 ，p, 4 是 正 实数 并 且 NBG 人 2， 
结论 ，2 尖 9 


(g) 假设 ，% 是 实数 . 
结论 ，w(w 一 二 的 最 小 什 至 少 是 a 
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1.3 ”如果 我 们 要 证 明 “4 => 8” 是 真 的 ,并 且 已 经 知道 如 
是 假 的 , 那么 我 们 应 该 证 明 4 也 是 假 的 ， 理 由 是 ,如 果 .4 是 
假 的 ,那么 不 管 B 是 真 的 或 假 的 ,由 表 1“4 一 B” 是 真 的 ， 友 
之 ,如 果 4 是 真 的 ,而 B 是 假 的 ,那么 “4 屯 下 就 是 假 的 了 . 

1.4 (a) 是 真 的 , 因为 4 是 假 的 . 

(b) 是 真 的 ,因为 4 和 B 都 是 真 的 ， 

(0o) 是 真 的 , 因为 如是 真 的 ,与 4 的 真 假 性 没有 关系 . 

(d) 如 果 % 不 是 3, 那么 命题 是 真 的 ,因为 4 是 假 的 . 如 
果 w 是 3, 那么 命题 就 是 假 的 ,因为 4 是 真 的 . 

1.5 (a) (T= 真 ,f= 假 ) 


B=>0 A= (B=0) 


二 下 和 


本 本 台电 与 呈 H 
NNNNNNNN 
NNNANANNNS 
NSANNAANNN 
NANNINNNN 


(b) (T= 真 ,P= 假 ) 


A=3B (43B)=>0 


HHHHNNNNI 
HHNANNANAN|IT 
HNNNNAIYNNIQ 
NANANNNNANR 
NNANANNNN 
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2.1 顺 推 过 程 的 主要 工作 是 运用 作为 假设 的 命题 4 中 
的 信息 . 倒 推 过 程 是 求 出 一 串 命题 或 一 个 命题 链 , 以 导致 结 
论 即 命题 B 是 真 的 ， 为 了 得 到 这 个 命题 链 , 应 该 在 倒 推 过 程 
中 运用 抽象 过 程 ,每 运用 一 次 使 引出 一 个 命题 ， 

明确 地 说 ,个 推 过 程 由 我 们 要 证 明 它 为 真 的 命题 了 开始 , 
然后 运用 抽 旬 过 程 , 提出 并 回答 抽象 问题 , 从 而 引出 一 系列 新 
命题 ， 当 它们 是 真 的 时 ， 则 五 是 真 的 ， 抽 象 过 程 一 直 继 续 到 
以 下 情形 为 止 : 或 者 我 们 得 到 了 命 原 4, 或 者 我 们 再 不 能 提出 
或 回答 抽象 问题 、 倒 推 过 程 的 困难 之 一 是 抽象 问题 可 能 多 于 
一 个 .如 果 出 现 这 种 情况 , 应 该 用 4 中 的 信息 来 帮助 我 们 选 
择 一 个 适当 的 抽象 问题 ， 倒 推 过程 的 另 一 个 困难 是 抽象 问题 
的 回答 多 于 一 个 ,而 且 其 中 有 些 不 可 能 用 来 完成 证 明 、 

顺 推 过 程 从 假设 命题 4 是 真 的 开始 , 并 且 由 此 引出 一 系 
列 新 命题 , 作为 4 是 真 的 的 结果 , 这 些 命 题 也 是 真 的 . 每 一 个 
由 4 引出 的 新 命题 都 可 以 直接 与 倒 推 过 程 引出 的 最 后 一 个 
命题 相连 结 ， 倒 推 过 程 最 后 这 个 命题 可 用 来 作为 指引 顺 推 过 
程 的 灯塔 ， 这 正 象 顺 推 过 程 的 最 后 命题 能 帮助 我 们 选择 正确 
的 抽象 问题 和 正确 的 抽象 回答 一 样 . 

2.2 《〈e) 是 不 正确 的 , 因为 它 使 用 了 所 给 题目 中 的 特有 
记号 . 

2.3 (a) 是 正确 的 ,因为 它 是 抽象 地 问 怎样 才能 证 明 B 
是 真 的 ，(b) 和 (6) 是 不 正确 的 , 因为 它 使 用 了 所 给 命题 4 中 
的 特有 记号 . 〈d) 对 这 个 题目 是 一 个 错误 的 问题 . 

2.4 (a) 怎样 才能 证 明 两 条 直线 是 平行 的 ?怎样 才能 证 
明 两 条 直线 不 相交 ?怎样 才能 证 明 两 条 切线 是 平行 的 ?怎样 才 
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小 证 明 半 过 加 的 直径 


: 类 的 怎 栏 才能 证 漠 请 个 隔 
淮 前 渣 是 连 丝 的 ?怎样 才能 证 明 两 个 连 的 和 是 连续 的 ? 

(0) 怎样 才能 证 明 一 个 整数 是 偶数? 怎样 才能 证 明 一 个 
激 是 偶数 ? 怎样 才能 证 明 一 个 整数 不 是 奇数 ? 怎样 才能 证 明 一 
个 整数 的 平方 是 偶数 ? 

(d) 怎样 才能 证 明 一 个 二 次 方程 的 根 是 某 个 特殊 整数 ? 
怎样 解 一 个 二 次 方程 ? 怎 梯 才 能 证 明 两 个 二 次 方程 有 共同 的 
根 ? 

2.5 (a) 证 明 它们 的 差 是 零 ， 证 明 一 个 小 于 等 于 另 一 
个 , 并 且 反 过 米 也 对 ; 证 明 它 们 的 商 基 1; 证 明 它们 痢 与 第 三 
个 数 相等 ， 

(b) 证 朋 对 应 的 边 、 角 、 边 相等 ; 证 明 对 应 的 角 、 边 、 角 相 
等 ; 证 嚼 对 应 的 边 . 边 、 边 相等 ; 证 明 它 们 与 第 三 个 三 角形 全 
等 

(e) 证 明 它 们 在 同一 平面 内 并 且 不 相交 ， 证 明 它 们 都 重 
直 第 三 个 平面 ; 证 明 它 们 有 相等 的 斜率 ; 证 明 它 们 对 应 的 方程 
相同 或 没有 公共 解 ; 证 明 它 们 都 平行 于 第 三 条 直线 ， 

(d) 证 明 它 有 三 个 90° 的 角 ; 证 明 它 是 正方 形 ; 证 明 它 是 
有 一 个 直角 的 平行 四 凡 形 

2.6 /8) (1) 怎样 才能 证 明 二 次 方程 的 根 是正 的 ? 

(2) 证 明 二 次 方程 求解 公式 给 出 正 的 根 . 

(8) 证 明 根 一 也 是 正 的 . 

(p) (1) 怎样 才能 证 明 三 角形 是 等 边 的 ? 

(2) 证 明 三 个 边 的 长 相等 ,或 三 个 角 相 等 . 

(3) 证 明 如 一 ST 8588, 或 证 明 人 R= 人 8= 人 人 T. 

2.7 (a) (2—2)(w—1)<0 
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vw(£—3)<—2 
一 人 2 十 3 一 2>0 
o 1 
(b) 7 
角 革 是 45°., 


cs- 所 
(0) 圆 的 中 心 在 点 (3, 2) 处 ， 
加 的 半径 是 5. 
圆 截 % 轴 于 点 (0 6) 和 (0， 一 2). 
w3—6wm+9+ ~— dy+4~=25. 
(a) UP -VW -0W. 
LU~/W= /AV=060°. 
三 角形 是 等 腰 的 . 
三 角形 的 高 是 >9E 乘 以 边 长 
2.8 (d) 不 成 立 ， 因 为 没有 “2 了 5 的 假设 ， 如 果 “一 5， 
那么 不 能 用 s 一 5 除 . 
2.9 (a) 证 明 概 要 : 由 结论 提出 的 抽象 问题 是 : “怎样 才 
能 证 明 一 个 实数 ( 即 x) 是 零 ”7 为 了 证 明 %=0, 只 要 证 明 w<0 
和 w>0， 由 假设 作 顺 推 得 z>0， 为 了 证 出 x<0， 需 要 证 明 
2= 一 Y 和 一 y<0. 这 两 个 命题 可 由 假设 4 十 y=0( 故 w= 一) 
和 2Y%>0( 故 -9%S0) 作 顺 淮 推出 ， 列 下 的 只 需 证 明 %=0， 这 
从 w=0 和 w+y=0 的 假设 可 以 得 到 ， 明 确 地 说 , 有 0=w+y 
=0+y=0. 
(b) 证 明 为 了 证 出 go 一 0 和 y~0， 首 先 应 该 证 明 w>>0 
( 它 已 由 假设 给 出 ) 和 w<0, 后 者 从 证 明 w= 一 y 利 一 y<0 就 
可 得 到 ， 要 证 出 2 一 一 9 注意 到 假设 已 给 出 z 十 y 一 0, 类 似 地 
有 一 y<0， 因 为 假设 也 给 出 y 之 0, 因此 w=0， 为 了 证 六 y= 
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0, 上 只 要 齐 用 wz~0 和 假设 “十 g 一 0 便 可 得 到 ， 
2.10 [下 图 中 每 个 稍 头 左边 的 玫 表 示 所 用 的 是 第 几 


条 规则 . 9 


wi st 
和 D4 ee JS 
一 SSSS sst Stst 
1 Xs| A NN 
Ssssssss is st Sssst sstsst Stststst 


(b) 下 图 中 每 个 箭头 左边 的 数字 表示 所 用 的 是 第 几 条 直 


tst tsttt tssss Sssst ts 
oy 
tst 
(0) A. s 已 知 
A ss 规则 1 
Aar S538 规则 工 
Bi: sssst 规则 4 
B, tst 规则 3 
(d) A:s 已 知 
A1: tst 由 (c) 
4 tsttst 规则 1 
Ae: tsst 规则 2 
4s: tssttsst 规则 1 
Bi: tsssst 规则 2 
也， ttst 规则 8 
2.11 证 明 概要 对 这 个 题 我 们 有 


4， 直 角 三 角形 六 是 等 腰 的 ， 
三 角形 并 了 的 面积 是 各- 
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关于 B 的 抽象 问题 是 “怎样 才能 证 明 三 角形 的 面积 等 于 一 个 
特殊 值 ?” 回 答 之 一 是 用 计算 三 角形 面积 的 公式 去 证 明 


2] 
Bi 艺 = 命 . 
由 假设 卫 了 2 是 等 腰 三 角形 作 顺 推 , 得 到 
A Wy 
As, 0 一 9 一 0. 
因为 互 7 罗 是 直角 三 角形 , 由 色 股 定理 , 得 到 
As = 十 2 
将 命题 4s 中 的 等 式 两 边 平方 再 进行 恒 等 变 形 , 得 到 
As: (xz 一 急 2 一 0. 
As:. 22— 2 + =0, 
Ae: WT =20y. 
将 4s 代入 4e, 得 到 
A7: = 20Y. 
两 边 除 以 4 便 最 后 得 到 所 要 的 结论 
A 加 _ 允 
: 4 2° 


证 明 由 假设 知 "=9 或 等 价 地 有 2 一 y 一 0, 再 进行 一 些 
变形 , 得 到 2 十 久 一 2zg, 根据 色 股 定理 色 一 吧 十 名 将 加 用 好 


十 多 代替， 得 到 寡 一 25g 纪 或 等 价 地 有 - 拷 一 错 .由 直角 三 角形 


的 面积 公式 知 XYZ 的 面积 -= 学. 因此 字 是 所 给 三 角形 


的 面积 ，/ 

2.12 Ga 由 结论 提出 的 抽象 问题 是 “怎样 才能 
证 明 一 个 三 角形 是 等 边 的 ?” 回 答 之 一 是 证 明 三 个 边 有 相等 的 
长 . 明确 地 说 是 证 明 BH 一 ST TE 为 了 看 出 一 8T ,由 
假设 作 上 顺 推 , 能 得 到 三 角形 RSU 全 等 于 三 角形 SUT.。 明确 
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地 说 , 由 假设 有 也 7 一 7 现 , 此 外 ， 人 RUS= SU =90。, 当 
然 有 SU =50, 由 边 、 角 、 边 定理 推出 这 两 个 三 角形 全 等 ， 最 
后 ,为 了 看 出 BH = R7, 由 假设 作 顺 推 得 到 结论 ES 一 380 
-RU+UT= RT. | 

证 明 为 了 看 出 三 角形 BST 是 等 边 的 , 需要 证 明 5 ~ 
ST 了， 因为 已 假设 SU 是 BT 的 簿 直 平 分 线 , 由 边 、 角 、 
边 定理 推出 三 角形 BRSU 全 等 于 三 角形 SUT, 因此 ES = BST. 
为 了 看 出 一 BRT, 由 假设 容易 断定 5 = 380 = RUO+UT 
=RI, / 
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3.1 (a) 抽象 问题 ， 怎 样 才能 证 明 一 个 整数 是 奇数 ? 

抽象 回答 : 证 明 这 个 整数 等 于 某 个 整数 的 2 倍加 圭 

用 到 所 给 题 上 的 回答 : 证 明 一 2p+1. 

(b) 抽象 问题 ， 怎样 才能 证 明 一 个 实数 是 有 理 数 ? 

抽象 回答 : 证 明 这 个 实数 等 于 两 个 整数 的 比 , 其 中 分 母 不 
为 0. 

用 到 所 给 是 上 的 回答 , 证 明寺 一 各 ,其 中 2,g 是 整数 并 
且 g*0. 

(o) 抽象 问题 , 怎样 才能 证 明 两 个 实数 对 相等 ? 

抽象 回答 ， 证 明 构 成 这 两 个 实数 对 的 第 一 个 数 和 第 二 个 
数 分 别 相等 

用 到 所 给 题 上 的 回答 ; 证 明 四 一 za ys~ys. 

G@) 抽象 问题 : 怎 禅 才能 证 明 一 个 整数 是 素数 ? 

抽象 回答 证 明 这 个 数 是 大 于 1 的 正 数 , 并 且 在 正 整 数 中 
只 能 被 1 和 自身 整除 ， 
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用 到 所 给 题 上 的 回答 ， 证 明 >1, 并 且 当 正 整 数 b 整除 
n 时 , 必 有 p=1 或 p=n. 

(e) 抽象 问题 , 怎样 才能 证 明 一 个 整数 整除 另 一 个 整数 ? 

抽象 回答 ;证 明 第 二 个 整数 等 于 第 一 个 整数 与 某 个 整数 


的 刁 积 , 并且 证 明 第 一 个 整数 不 为 零 . 

用 到 所 给 题 上 的 回答 ， 证 明 对 某 个 整数 b 下 式 成 立 ，(% 
一 1)3+ns+ (+1)—9%. 

3.2 (4 是 假设 ,4: 是 作 一 步 顺 推 的 结果 ) 

(a) 4， "是 前 数 . 


41: n=2% 十 1, 其 中 是 整数 . 
(b) 4，s, 1 是 有 理 数 并 且 tx#0. 
和 :一 后， pg 是 整数 并 且 g*0; 也 有 i 一 子 ， 9, 0 
是 台数 并 且 5*0. 
(o) 4， RST' 是 等 边 三 角形 , 
hi, RS~ST-RTH AR=/S=/T,. 
(d) A. sin w= 00gw, 
44: 全 = 也 (或 wy). 人 
2 人 
(e) 4，a, 5, 6 是 政 数 ,a 整除 并且， /入 ， 
| 7 3 
5 整除， 
Ai: 5=pg, c=gb, 其 中 p, 9 莉 是 怠 数 , 并且 40， 
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b*0. 
3.8 (TD 一 真 ,了 一 假 ) 
(a) “4 推出 B” 的 逆 命 是 的 真 值 夫 


4 B 4 推出 召 呈 推 出 刀 


己 己 本 旧 


Cb)“4 推出 B” 的 否 命题 的 真 值 表 


4 B 非 4 非 非 4 推 出 非 5 
下 了 了 F 了 
7 了 了 了 7 
7 卫 双 a 
Fn 7 于 了 


说 明 , “4 推出 B” 的 逆 命 题 和 否 命 题 是 等 价 的 ， 因 为 当 
且 仅 当 4 是 假 的 是 真 的 时 ,它们 两 个 都 是 假 的 . 
(0)“4 或 者 B” 的 真 值 表 


4 B “AVB? 
T 了 卫 
T a 7 
a 了 T 
a 下 万 
(d) “4 并 且 歹 "的 真 值 表 
A B “4AB” 
了 7 了 
T F ba 
Ea 7 pn 
也 La 了 
(e) 4 入 ( 非 B) 的 真 值 表 
B 非 召 4 入 ( 非 BB) 
T 7 也 也 
T T 了 
a 7 四 F 
FR 多 T 万 


性 )〈 非 4) YB 的 真 值 表 
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已 
ws 
kk 


名 局 呈 | 
NN 2 


( 非 信 VB ”4 推出 B 


B 
by 
F 
了 
Ff 


NNSEN 
NNNN 


说 明 ,“4 推出 8” 和 “( 非 4)V B” 是 等 价 的 , 轩 为 只 在 4 
是 真 的 B 是 假 的 时 它们 两 个 都 是 假 的 . 

3.4 (a) 逆 命 题 ， 如 果 色 是 偶数 ,那么 mw 是 偶数 . 

否 命 题 ， 如 果 色 是 整数 ,但 mw 不 是 偶数 ,那么 % 是 奇数 . 

逆 否 命题 ， 如 果 勾 是 奇数 , 那么 ”是 奇数 

(b) 逆 命 题 ， 如 果 了 不是 有 理 数 ， 那 么 * 是 使 ”=2 的 

否 命 题 ， 如 果 7 是 使 ”天 2 的 实数 ,那么 > 是 有 理 数 ， 

道 否 命题 ， 如 果 r 是 有 理 数 , 那么” 是 使 "2? 闪 2 的 实数 , 

(0) 逆 命 题 ， 如 果 四 边 形 4BOD 是 矩形 ， 那 么 4BOD 
是 有 一 个 角 是 直角 的 平行 四 边 形 , 

否 命 题 ， 如 果 四 边 形 4BOD 不 是 有 一 角 是 直角 的 平行 
四 边 形 ,那么 四 边 形 4B0D 不 是 矩形 . 

逆 否 命题 ， 如 果 四 边 形 4BOD 不 是 定形 ， 那 么 4BOD 
不 是 有 一 角 是 直角 的 平行 四 边 形 . 

(d) 北 命 题 ， 如 果 t 一 子 , 那么 对 角 + 有 cost 一 sint， 并 
且 0<t<n. 

否 命 题 ， 如 果 对 角 + 有 costzsinét, 并 且 0 过 过 nw, 则 4t 


中 |13 


道 否 命题 ， 如 果 t## 开 ,那么 对 角 志 有 oos t 坟 sin 如 并且 
0<y<m， 
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3.2 二 调 概 疙 ” 硕 推 - 借 是 站 的 抽象 问题 
才能 证 明 一 个 整数 ( 即 %) 是 奇数 ?” 几 奇数 的 定义 回 管 这 个 
抽象 问题 就 是 变 证 明 对 某 个 整数 三 有 吧 二 2 十 1。 根据 假设 
作 顺 指 就 能 得 到 所 要 的 结论 ， 因 为 兄 芋 奇数 ， 由 定义 对 某 个 

党 色 有 .9 一 2 十 1。 因 而 
m= (2m+1)? =4m+4m+i=22m -2m) +1 
所 以 所 求 的 大 2m2 十 2m。 因为 m 是 
， 这 就 证 明了 能 表 为 茵 个 整数 的 2 倍加 二 是 


， 距 及 2m? 十 2m 


证 明 因为 % 是 奇数 , 存在 一 个 整数 mh 使 nn 一 2m-1， 所 
Ml ; 
m= 2m+1)2 = 4m dm+i=2(2m+2m) 十 二 
从 而 侣 是 奇数 .J 
3.6 证 明 概 到” 顺 推 -个 推 法 开始 提出 的 抽象 问题 是 
“怎样 才能 证 明 一 个 整数 ( 即 mm) 是 奇数 ?” 利 用 麻 数 的 定义 ， 
这 个 问题 可 以 用 证 明 mm 能 表 成 菜 个 整数 的 2 倍加 1 来 回 
答 , 现在 用 顺 扒 过 程 来 求 这 样 的 整数 ， 因 为 四 是 奇数 , n 也 是 
青 数 , 有 整数 0 六 整数 e 使 w=25 十 1 n=2c 十 I, 所 以 ， 
mn= (25+1) (2c+1) =40c+25+2c+1 
一 2 人 (2 十 十 22c) +1 
这 就 证 明了 wm 能 表 成 一 个 整数 的 2 信访 这 个 整数 是 3 十 
2 十 20c 于 是 完成 证 明 . 
证 明 因为 mv n 是 奇数 ,m 一 25 十 7， n 一 2c 十 1 其 中 5， 
2 是 整数 ,所 以 
mm (2b+1) (2c 十 1) 一 2 人 (5 十 c-H22c) +1 
从 而 mm 是 奇数 . 
3.7 证 明 概 票 ”上 顺 锥 - 倒 扒 法 提出 的 抽象 问题 是 “ 怎 料 
才能 证 朋 一 个 命题 (地 4) 推 出 另 一 个 命题 ( 则 0) 是 真 的 ?” 按 
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bk 


-tl 


和 


照 表 了 这 个 问题 的 回答 是 ， 假 没 “ 挫 出 ”一 词 左 边 的 命题 是 真 
的 , 那么 应 该 得 到 “推出 ”一 词 右边 的 命题 是 走 的 的 结论 ， 在 
这 里 是 假设 4 是 真 的 ， 我 们 应 试 着 证 明 O 也 是 真 的 、 作 顺 
推 , 由 假设 中 的 信息 我 们 看 到 , 因为 "4 推出 B” 是 真 的 和 A 是 
真 的 ,所 以 了 必须 是 真 的 ， 由 B 是 真 的 ,“B 推出 0” 是 真 的 ， 
从 而 0 也 必须 是 真 的 ， 于 是 完成 证 明 . 

证 明 为 了 断定 “4 推出 0” 是 真 的 ， 假 设 水 是 真 的 ， 由 
假设 “4 推出 8” 是 真 的 , 故 B 必须 是 真 的， 百出 “8 推出 0” 
是 真 的 , 必须 有 O 是 真 的 , 这 就 完成 了 证 明 ， 

3.8 证 明 概要 ” 顺 推 - 倒 推 法 提出 的 抽象 问题 是 “怎样 
才能 证 明 两 个 命题 ( 即 4 和 B) 等 价 ?” 根 据 定义 8, 必须 证 明 
“4 推出 B” 是 真 的 (假设 中 已 给 出 ) 和 “8B 推出 4” 是 真 的 ， 由 
假设 “8 推出 0” 和 “0O 推 出 4” 以 及 习题 3.7 可 得 到 “8 推出 
4 是 真 的 ， 证 明 4 等 价 于 O 是 类 似 的 , 

证 明 为 了 证 明 4 等 价 于 8, 只 要 证 明 “B 推 出 4”， 因 
为 假设 中 已 给 出 “4 推出 8”。 由 假设 “B8 扒 出 0”,“0O 推出 
4” 以 及 习题 3.7, 可 得 到 “B 推出 4”，4 等 价 于 0 的 证 明 省 
略 . 

3.9 (a) 证 明 4 等 价 于 这 三 个 可 以 代替 它 的 定义 中 的 
每 一 个 要 作 6 个 证 明 ， 这 6 个 证 明 是 : 4 坊 B,B 坊 4,4 地 
0, 0 一 4 4=SD, D> A. 

(b) 需要 作 四 个 证 明 , 即 4 坊 8B,B 坟 0,0D 及 DD 
=> 4. 

(6) 如 果 (b) 中 这 四 个 命题 已 是 真 的 , 那么 利用 习题 3.7 
能 够 证 明 4 等 价 于 这 些 可 以 代替 它 的 定义 中 的 每 一 个 、 例 
如 ， 要 证 明 4 等 价 二 厂 ,因为 已 有 “了 推出 4”， 再 利用 习题 
3.7, 根 据 '44 推出 B”,“B 推出 0” 和 和 <O 推出 D” 就 能 得 到 “4 
撞 册 D”， 
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3.10 (a) 证 明 概要 、 顺 推 - 倒 推 法 提出 的 抽象 问题 是 
“怎样 才能 证 明 三 角形 是 等 腰 的 ? 利用 等 腊 三 角形 的 定义 , 我 
Wl 0 在 这 星 是 证 明 w=o， 作 活 难 ， 
已经 假设 sinD 总， 由 正 强 定义 iinU = 过, 所 以 Y 芝 
一 襄 ， 经 过 恒 等 变 形 得 到 w* 一 2uw。 再 根据 勾 股 定理 地 二名 
一 2 将 28 代入 得 到 wa 二 08 一 2， 因此 xs 一 2 十 o 一 0. 因 
式 分 解 后 再 取 等 式 两 边 的 平方 根 ,推出 w-o=0, 即 u=v， 证 
明 完 成 

证 明 因为 sm0U=y/, sinU- 世 ,有 问世 ,从 
而 w9 一 2ww、 根 据 勾 股 定理 , wasn+op 再 用 2uw 代替 ?0 
经 过 变形 , 得 到 w=v，/ 

(b) 证 明 概要 为 了 验证 三 角形 UV 玉 满足 例 1 的 假 
设 ， 将 记号 作对 比 ， 即 是 zw% yo，z 一 w， 这 就 需要 证 明 


学- 人生 . 现在 的 代 设 smDy 六 把 作 须 推 ， 因 为 sin UU 
A -各 长 闹 - 熙 可 有 -am 最 后 


得 到 众生， 注意 , 三 角形 UV 已 经 是 直角 三 角形 . 
2 ee | 药 7 和 正弦 的 定义 sinU 一 亿 ; 
故 \/ 癌 - 么 de 千 -等 : 可 见 对 这 里 的 


直角 三 角形 UF 歼 来 说 a 的， 因此 , 它 是 等 
腰 三 角形 ，/ 

(0) 证 明 概 要 为 了 验证 三 角形 UFW 满足 钢 3 的 假 
设 ， 将 记号 作对 比 ， 即 是 7 一 ws 一 2， ti 一 w， 这 就 需要 证 明 w 


= Ma. 像 (b) 的 证 明 一 样 , 有 We 芯 所 以 有 型 一 此 
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或 22 一 2w0， 从 而 色 一 2uv， 

证 明 由 假设 sinU 一 Y/ 背 -和 正弦 的 定义 sinU 一 所 ,得 
到 部 一 上 ,经 过 恒 等 变 形 ,得 到 w=Vaww, 可见 对 直角 三 
角形 UVW 来 说 ， 例 3 的 假设 成 立 ， 从 而 推出 它 是 等 大 三 角 
形 .7 


4 
4.1 事物 性 质 发 生 的 事情 
(a) 喜马拉雅 比 世界 上 其 它 
山 的 山峰 。 高 度 超过 20000 。 山峰 都 高 
(hb) 整数 无 -号 c++ 一 0 
(0) 直线 7 通过 ?之 外 的 点 P 了 平行 于 4 
GD 角 # 0<t< 号 sin t=008 


(e) 有 理 数 1s 在 % 和 yy 之 间 jr—s|<0.001 

4.2 (ag) 如 如 在 三 角形 和 了 了 G 中 ， 刁 两 个 边 3 它们 的 
长 相等 ,那么 三 角形 了 2 是 等 腊 的 . 

(b) 给 定 5 习 和 Lt 3 Lt 的 正切 大 于 人才 正切 . 

(6) 在 %* 个 人 中 ,3 至 少 两 个 人 3 他 们 有 同样 多 的 朋友 . 

(d) mn 次 多 项 式 p(o) 习 恰好 个 复 根 全 …… 和 32(xa) 
一 Dr 一 0. 

4.3 ”证明 概要 ”我们 应 该 用 构造 法 求 一 个 二 的 值 , 使 得 
一 总 o+ 习 -0， 由 次 方程 汞 根 公式 ,2 的 值 是 : 

EE 
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即 4 的 值 是 或 3/2， 将 的 信 代 入 om- 呈 二 生 -0, 可 以 
看 到 2 次 方程 是 满足 的 . 

(a) 证 明 对 忆 - 号 + 训 一 0, 用 二 次 方程 水 根 公式 求 
得 0-1 或 二 ， 所 以 存在 整数 ol, 使 得 民 一 和 2+ 豆 一 0， 
这 样 的 整数 是 唯一 的 ，/ 

(b) 证 明 对 只 -号 s 二 号 -0， 用 2 次 方程 求 根 公式 ， 
得 到 w 一 1 或 一 号, 所 以 存在 实数 邮 使 得 o2 一 号 十 瑟 =0， 
这 样 的 实数 “不 是 唯一 的 ，V | 

4.4 证 明 概 要 ” 顺 挫 - 倒 推 法 提出 的 抽象 问题 是 “怎样 
才能 证 明 一 个 整数 ( 即 可 整除 另 一 个 整数 ( 即 c)?” 根 据 定义 
二 回答 是 证 明 存 在 整数 使 得 cob， 由 于 六 在 滞 词 的 册 
现 ,所 以 转 疝 顺 推 过 程 来 构造 所 求 的 厂 

由 假设 6|5 和 5|o, 根据 定义 1 存在 整数 p 和 g, 使 得 
=qp 和 c==byg， 这 就 推出 c=bg 一 (ap)g~=a(pg). 可 见 所 求 
的 =pg， 

证 明 因为 |5 和 5[o, 由 污 义 存在 整数 p 币 g， 使 得 5 
~gp 和 c=bg, 于 是 c=bg 一 (ap)g 一 o(pq), 从 而 alc, 1/ 

4.5 证 明 概要 顺 椎 - 倒 推 法 提出 的 抽 杀 问题 晨 , “怎样 


才能 证 明 实数 ( 即 芯 ) 是 有 理 数 ?” 根据 定义 全， 回答 是 证 有 
存在 整数 p 和 g, gw*0, 使 得 言 一 吕 ， 由 于 存在 量词 的 出 现 ， 


所 以 转向 硕 搓 过 稳 玉 构造 所 来 的 和 g. 
出 s 和 了 是 有 理 数 的 假设 ,根据 定义 +， 在 在 加 数 «, 5， 


Cc 和 和 Q%, 并 县 83 寺 0, a0， 使 得 3 一 也 到 二 子 . 因为 1 大 0, 即 六 
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0. 所 以 bo#0， 于 是 了 =( 名 )x (各) 组 .可 见 所 求 的 整 


数 2 和 29 是 2 一 ad 利 9 一 2c, 并 且 g 一 pc 了 0. 
证 明 因为 st 是 有 理 数 ,根据 定义 11, 存在 整数 &@, 0， 


6, 0 泊 且 50, ad 友 0， 使 得 s 一 巴 和 i 一 了. 又 地 0, 故 6 半 
yt .8_/a a 
0, 构造 册 p=ad 和 g~=bo, 并 且 由 gz0, 有 一 ( 多 )x (全 ) 


C 
-从 -2， 因而 志 是 有 理 数 ，/ 
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5.1 (g) 事物 ， 实 数 mw. 

人 性质， 无. 

发 生 的 事情 ，f(w) so )， 
(b) 事物 ， 元 素 x. 

性 质 ，z 在 5 中 . 

发 生 的 事情 ，g(w) 之 f(%)。 
(6) 事物 ， 元 素 z. 

性 质 ，z 在 8 中， 

发 生 的 事情 ， 对 如 中 的 所 有 w% 有 ws<vw。 
(d) 事物 ， 实 数 8. 

人 性质 ，se>0， 

发 生 的 事情 ;存在 8 中 的 ww 使 ”>V 一 8。 
(e) 事物 元素 w y 和 实数 志 

性 质 ，w, y 在 0 中 ,并 且 0<t<1. 

发 生 的 事情 ， 友 十 (1 一 从 y 是 O 中 元 素 . 
(f) 事物 ， 实 数 zy 和 实数 二 

性 质 ，0<ti<1. 
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发 生 的 事情 (tiz 二 (一 DW) < eg —Df 9). 
(g) 事物 ， 实 数 6. 
性 质 ，s>0. 
发 生 的 事情 : 存在 一 个 实数 3>0， 使 得 对 所 有 具有 
性 质 |w 一 y| <6 的 实数 %, 有 |f(c) 一 fy) 天 s. 
(bh) 事物， 实数 s. 
性 质 ，s>0， 

发 生 的 事情 ， 存 在 整数 多 ， 使 行 对 所 有 整数 8> 大 ， 有 
|z 吧 ?一 2| < 

5.2 (a) 令 是 实数 ,要 证 明 Fo) 和 f(w"). 

(bh) 令 赤 是 有 中 的 元 素 , 要 证 明 g(o)>>Fc). 

(e@) 令 必 是 & 中 的 元 素 ,要 证 明 必 sw. 

(中 令 8 是 实数 , 8*>0, 要 证 明 存在 wE8, 使 得 2>>4 一 
8 

(e) 令 w 凡是 中 的 元 素 , 萎 是 0 和 工 之 间 的 实数 ,要 
证 明 to 二 (一 雹 % 是 O 中 的 元 素 . 

(f) 令 wy, 是 实数 , 且 0<Y<1, 要 证 明 f (t+(1 
-ty) < (0) + (lfY). 

(g) 令 s' 是 实数 ， 且 a’>>0， 要 证 明 存 在 实数 6>0, 使 
得 对 所 有 具有 性 质 |z 一 y| <6 的 实数 y, 有 |f(%) 一 f(yV) | 过 e'. 

(h) 令 8 是 实数 ，s’ >>0， 要 证 明 存 在 整数 ,使 对 所 有 
整数 b>W, 有 |2 吕 一 z| 过", 

5.8 当 用 选择 法 证 明 “ 对 所 有 具有 某 种 性 质 的 事物 某 件 
事情 发 生 ” 时 , 是 选择 一 个 具有 所 说 性 质 的 事物 , 然后 由 这 个 
， 性质 遇 发 作 顺 推 以 得 到 所 说 事情 发 生 的 结论 ， 确 切 地 说 , 这 
正 是 利用 顺 推 - 倒 推 法 证 明 “ 如 果 ”是 具有 所 说 性 质 的 事物 ， 
那么 所 说 的 事情 发 生 ”， 因 为 两 种 作法 都 是 由 同一 个 性 质 出 
发 作 上 顺 推 以 及 从 要 发 生 的 间 --* 件 事情 出 发 作 倒 推 ， 这 说 明 ， 
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包含 量词 “对 逝 有 的 ”这 种 命题 能 够 转化 为 " 记 朱 … 那 么 …? 这 
种 形式 的 等 价 命题. 

5.4 (a) 一 个 山峰 3Y 别 的 山峰 , 都 有 这 个 山峰 高 于 
别 的 山峰 . 

(b) VY 角 t, 有 sin2 1=2 sin tc0st 

(0) Y 非 负 实数 和 由 有 \ 矶 < 2 二 2， 

(D) Y 具有 人 性质 w<y 的 实数 vy, 习 有 理 数 *3o<r< 
2. 

5.5 (a) 首先 用 构造 法 构造 一 个 及 >>0, 然后 用 选择 法 
在 S 中 选择 wv, 对 证明 |w'|<MK. 

(b) 首先 用 选择 法 选择 用 '>>0， 然 后 用 构造 法 构造 一 个 
wE5, 使 得 [2|>> 妈 人 , 

(0) 首先 用 选 摊 法 选择 a'>0, 其 次 用 构造 法 构造 3>0， 
最 后 用 选择 法 选择 具有 性 质 |w' 一 y | <8 的 w', yy, 证 明 |f(2) 
-fwW)|<e. 

5.6 证 明 概要 顺 推 - 倒 推 法 提出 的 抽象 问题 是 “怎样 
才能 证 明 一 个 集合 ( 即 了 ) 是 另 一 个 集 ( 即 8) 的 子 集合 ?2 根据 
定义 ,回答 是 必须 证 明 

已 ， 对 所 有 允 中 的 记 有 二 在 & 中 ， 

在 如 中 出 现 了 量词 “对 所 有 的 ”应 该 用 选择 法 次 择 全 中 
一 个 元 素 加 对 它 证 明 

Bs 终 在 & 中 . 

这 上 只 要 证 明 洲 满足 8 的 规定 性 质 , 即 证 明 

Bs (#2—~8t +2<0. 

由 在 TV 中 的 事实 也 就 是 它 满足 人 的 规定 性 质 出 发 作 
顺 扒 ， 我 们 得 到 

di 1&2 


是 真 的 . 由 此 亿 一 思 演 0, 并 且 人 一 信和 0， 从 而 ( 轨 2 一 8 十 2 
=(# 一 1)(# 一 2)<0, 这 就 建立 了 Bs, 完成 了 证 明 . 

证 明 为 了 证 明 人 TSG 镶 令 是 了 中 的 元 素 ， ee 
刁 中 ， 因 为 在 TT 中 , 1<#<2， 所 以 #- 1>0 并 且 # 一 
0, 由 此 有 

($2) 一 8 十 2 一 0 一 全 他 一 分 <0 

从 而 六 在 S 中 . / 

“5.7 证明 概要 关键 词 “对 每 一 个 ”出 现在 结论 中 , 千 
我 们 应 该 用 选择 法 。 令 2 是 实数 并 且 2 >>2， 为 了 构造 出 所 
求 的 y, 我 们 需要 

7 2y . 
， i 
即 V+wy=2y 
Ww = — VY =Y(2—) 


ye 
可 所 的 4 必须 是 2。 容易 验证 对 gy 的 这 个 信 有 代 一 


Ey 但 还 需要 证 明 y 达 0， 这 是 很 明显 的 ， 网 六 vw>2, 


>2, 所 以 y<0. ee / 


5.8 证 明 概要 ”有 顺 推 - 倒 推 法 提出 的 抽象 问题 是 “怎样 
才能 证 明 函 数 是 凸 的 ?” 用 习题 5.1( 访 的 定义 ,应 该 证 明 

Bi， 对 所 有 实数 mw，y 和 具有 性 质 0<t<l 的 所 有 实数 
如 有 . 


fst {1 -D0) + (fF. 
出 现 了 量词 “对 所 有 的 ” 告诉 我 们 应 该 用 选择 法 . 因此 , 我 位 
选择 实数 wz, y 和 具有 性 质 0<ty<sl 的 如 来 证 明 Fta'+ 代 
123 ， 


一 区 2 st 二 代 一 约 7)， 但 是 由 假设 
frit-t =m + (tN +6 
一 II 十 9201 —mtiy 十 起 
一 0 tot +my — mty +6— bt 
= (mo td) + (ot) (my +5) 
=#f(8) + (lf ). 
可 见 宙 要 求 的 不 等 式 成 立 . 
证 明 为 了 证 明了 是 凸 的 , 我 们 需要 证 明 对 所 有 实数 
y 和 所 有 具有 性 质 0<t<1 的 如 有 
fw+ (1—Dy) < (0) + (1 -BFY) 
令 w',Y 是 实数 ,Y 具有 性 质 0<#<1, 则 
fw + mt i) +D 
=—miv tm 一 IN 十 了 
一 此 (aol 十 D) + (1 —t (my +b) 
一 好 (Go) 十 一 约 j 7 
从 而 不 等 式 成 立 ，/ 


6.1 (a) 能 用 

(b) 不 能 用 。 因为 命题 中 包含 的 量词 是 “存在 ” 而 不 基 
“对 所 有 的 ” 

(6) 能 用 . 

(d) 能 用 . 

(e) 不 能 用 .。 因为 在 这 个 命题 中 % 是 实数 , 而 归纳 法 具 
人 能 对 整数 使 用 . | 

6.2 (a) 当 命题 已 是 “对 每 一 个 具有 某 种 性 质 的 事 哟 
有 某 人 性 事情 发 生 ” 这 种 形式 时 用 选择 法 ， 当 上 述 命 古 中 的 事 
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物 是 整数 而 性 质 是 大 于 某 个 开头 的 整数 的 情形 用 归纳 法 ， 在 
这 种 情形 下 所 以 能 用 归纳 法 ， 是 因为 当 假 定 所 说 的 事情 对 给 
定 的 mw 发 生来 证 明 对 m+ 发 生 时 , 比 起 用 选择 法 直接 证 明 对 
给 定 的 所 说 的 事情 发 生 常常 要 容易 些 . 
(b) 当 事 物 不 是 整数 时 就 不 能 用 归纳 法 ， 因 为 证 明了 
了 (nn) 推出 了 (w+1) 之 后 , 却 “ 跳 过 了 ”事物 的 许多 值 ， 对 于 这 
些 值 ,命题 并 没有 作为 结果 而 被 证 明 ， 
6.8 证 明 ”首先 我 们 证 明了 (mn) 对 mn 一 1 是 真 的 ， 就 是 用 
1 代替 % 证 明 1(11)=(1+1)1 一 1l。 但 这 是 明显 的 ， 因 为 
1(11)=1= (1+1)1—1. 
现在 假设 (mn) 是 真 的 ,并 用 它 来 证 明 Pn 十 1) 是 真 的 . 
Pln): 1(11)+2(21)+. 十 mn) 一 =(n+1)!—1 
Plnt+1), 1(11)+2(21) 于 “二 (n+1) (n+1)1 
. 一 (% 十 2)1 一 十 
利用 卫 (m), 将 了 en 十 1) 的 左 端 改写 有 
1(11)+2(21)+ +n(n!) + (n+1) (n+1)! 
一 EL(1D 十 2(21) 十 … 十 m(nl)] + (n+1) (n+1)! 
=[(n 二 1)1 一 1 十 (n 二 1) (nt+1)1 
一 (9 十 1 [LE 十 (人士 1] —1i 
= (n+1)1(n+2)—1 
= (n+2)!1—1 
可 见 P(n 十 1) 是 真 的 ,证 明 完 成 ，/ 
6.4 证 明 首先 证 明了 (n) 对 mn=5 是 真 的 ,因为 2 一 
82, B=25, 所 以 中 > 印 ， 即 对 mn 一 5 是 真 的 .假设 P(n) 是 真 
的 ,我 们 要 证 了 (mn 十 是 真 的 . 
P(n), PF>n’ 
P(n+1). 2°+1> (n+1)* 
利用 PCD 是 真 的 来 处 理 卫 十 轧 左 端 , 我们 有 
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ort1— 2(9") 盖 203 
为 了 得 到 了 tn 十 4), 应 该 证 明 对 %>>5 有 2pn2> (nm 十 12 一 0 十 
3 十 1、 从 两边 减 去 w， 应 该 证 明 ww>>2n 十 1， 这 个 命题 对 n 
=5 是 真 的 (但 对 n~1 或 2 不 真 ), 并 且 再 一 次 用 归纳 法 也 能 
证 明 它 对 n>5 荐 真 的 . 

6.5 命题 对 有 工 个 元 素 ( 设 为 切 的 集合 是 真 的 ,因为 它 
的 子 集合 是 {fw} 和 多 、 即 有 2=2 个 子 集 合 ， 假 设 对 有 % 个 
元 素 的 集合 ,其 子 集合 的 个 数 是 >， 我 们 来 证 明 对 有 % 十 1 个 
元 素 的 集合 8， 它 的 子 集合 前 个 数 是 34， 先 列 出 由 5 的 前 
%% 个 元 崇 组 成 的 所 有 子 集 合 ， 再 将 8 的 第 n+1 个 元 素 添 到 
这 些 子 集合 中 , 就 组 成 了 8 的 所 有 子 集合 ， 由 归纳 假设 ,前 m 
个 元 素 组 成 子 集 合 有 个， 这 2 个 中 的 每 一 个 都 添 吉 最 后 
一 个 元 素 , 又 有 2 个 子 集合 ， 因 此 8 的 子 集合 数 是 ?十 多 = 
2 ， 这 样 命题 对 m 十 1 成立， 

6.6 证 明 设 s 一 1 十 2 十 … 十 儿 


则 8=n 二 + (% 一 二) 十 十 二 
两 个 等 式 相 加 得 到 

23=n(n+1) 
即 有 a mlm) 


6.7 证 明 验证 %w=1， 内 为 Ww 一 n=1 一 1~0， 而 0= 
(6) (0), 所 以 6 整除 0， 假设 命题 对 n 一 1 是 真 的 ， 就 有 6 整 
除 (n 一 了 一 (nm 一 1)， 也 就 是 对 某 个 整数 有 (mn 一 1) 一 (m 一 
1) 一 6k， 我 们 需要 证 明 对 某 个 整数 mw ww? 一 n=6m， 为 此 将 
了 (nm) 与 Pln 一 1) 联系 起 来 ,有 

人 一 了 3 一 一 本 =n— ngn—1i—nt+l1 
一 0 一 803 十 2 
一 由 一 % 一 (3n2 一 3) 
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所 以 3S--n= [nC—1)— (n—1)]+dn-- A 
各 站 册 民 大 区 全- 1)3 一 (nm 一 4) 能 被 6 整除 ,故我 们 只 要 证 时 
8m 一 8m 也 能 被 6 整除 ,或 者 证 明 ?一 % 能 被 2 整除 即 可 ， 因 
为 t 一 mn 一 n(n 一 ) 是 两 个 相 邻 整数 的 积 , nm 或 % 一 1 必 有 一 个 
是 偶数 ,所 以 得 到 n(nm 一 二 能 被 2 整除 的 结论 ， 由 此 , 对 某 个 
整数 p, 有 3m 一 8m 一 6p, 从 而 有 
mo—n== [mn—1)— (n—1)]+8(n"—%) 
=6k+6p=6(k+p) 

这 就 得 到 了 所 求 的 m=k+p，/ . 

6.8 (a) 验证 对 整数 命题 是 真 的 ,然后 假设 命题 对 2% 
是 真 的 ,证 明 它 对 wm 一 1 是 真 的 . … 
. (b) 验证 对 某 个 整数 命题 是 真 的 , 假设 命题 对 % 是 真 的 ， 
证 明 它 对 w+1 是 真 的 ,并 且 它 对 % 一 1 也 是 真 的 . 

(0) 验证 对 mw 一 1 命题 是 真 的 ， 假设 命题 对 2n 二 1 是 真 
的 ,证 明 它 对 m 十 8 也 是 真 的 . 

6.9 错误 出 在 最 后 一 句 话 , 这 句 话 是 ,“ 因 此 这 群 马 的 颜 ， 
色 都 是 棕色 的 ,从 而 这 匹 不 知 颜色 的 马 也 必定 是 棕色 的 . ” 问 
题 是 你 怎么 知道 这 群 马 是 棕色 的 ? 实际 上 , 当 原 有 的 n+l 下 
马 恰好 是 2 匹 时 , 这 群 马 只 有 一 匹 , 就 不 一 定 是 棕色 的 .出现 
错误 的 原因 是 本 应 对 开始 的 整数 m=2 进行 验证 而 不 是 从 nn 
一 1 开始 验证 ， 当 然 ; 对 n=2 是 不 可 能 证 明 的 . '， 
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7.1 当量 词 “ 对 所 有 的 ”在 倒 推 过 程 中 出 现时 , 使 用 选择 
法 : 当量 词 “对 所 有 的 ”在 顺 推 过 程 中 出 现时 , 使 用 特殊 化 法 . 
换 句 话说 , 当 需 要 证 明 “对 具 所 有 有 某 种 性 质 的 事物 使 得 某 件 
事情 发 生 ” 时 , 使 用 选择 法 ; 当 已 经 知道 "对 所 有 具有 某 种 性 质 


。126. 


的 事物 使 得 某 件 事情 发 生 ” 时 使 用 特殊 化 法 . 

7.2 (a) m 必 须 是 一 个 之 5 的 整数 ， 如 时 是 , 那么 加 > 
m2 

(b) y 必须 是 5S 的 一 个 元 罕 , 并 且 |y| 二 5， 如 果 y 是 这 
样 ,那么 ! 是 了 的 一 个 元 素 . 

(6) s 必须 >>0, 如 果 8>>0, 那 么 36>0，3Y 满足 |z 一 
y|<3 的 y, 有 |f(%) 一 f(y)|<e.. 

(d) 四 边 形 &RST 是 窍 形 , 它 的 面积 必须 等 于 对 角 线 长 
度 平方 的 一 半 . 如 果 它 是 这 样 的 , 那么 它 是 正方 形 . 

(e) 三 角形 BRST 的 角 避 必须 严格 地 在 0 与 子 之 间 . 如 
果 是 这 样 , 那么 cos S>sin 5 

7.8 证 明 概要 顺 推 - 倒 推 法 提出 的 抽象 问题 是 怎样“ 
才能 证 明 一 个 集合 ( 即 吾 ) 是 另 一 个 集合 ( 即 的 于 信人 ? 根 
回答 是 证 明 

1 对 所 有 的 TER, 有 7ET. 

ee 出 现 量词 ?对 所 有 的 ”应 该 使 用 选择 法 , 所 
以 选择 一 个 mE 有 BRR, 利用 这 一 信息 和 假设 来 证 明 作 E 了 全， 

转向 顺 推 过 程 ， 已 经 假设 及 是 S 的 子 集 合 , S 是 全 的 子 
集合 , 根据 定义 分 别 有 

41， 对 所 有 的 "ER, 有 ES. 

4s， 对 所 有 的 s€S, 有 ssET. 

将 44 特殊 化 到 7 上 ( 它 在 且 中 ), 有 rES， 再 将 4s 特 
殊 化 到 7 上 (mE), 也 有 rET， 这 就 是 Bi 证 明 完成 . 

证 明 为 了 证 明 且 是 T 了 的 子 集 合 , 我 们 证 明 对 所 有 的 
ER, 有 "ET， 令 rER, 根 据 假设 忆 是 8 的 子 集合 ,所 以 六 
ES， 再 根据 假设 S 是 了 的 子 集合 ,所 以 rET, fy 

了 证 明 概 要 顺 推 - 倒 推 法 提出 的 抽象 问题 是 “怎样 
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才能 证 明 一 个 集合 ( 即 人 与 允 的 交集 合 ) 是 西 的 ?根据 定义 ， 
需要 证 明 

Bl， 对 所 有 w, yE SNT 以 及 对 所 有 0<t<1, 有 如 十 (1 
-DyE SNT. 

在 倒 推 过 程 中 , 出 现 量词 “对 所 有 的 ”提示 使 用 选择 法 . 选 
择 S 与 了 的 交集 合 中 的 w 和 yy, 以 及 满足 0<#<1 的 成 证 
明 , 

Ba bw’ 十 (1—- yy E SNT, 

由 假设 和 上 面 的 信息 进行 顺 推 , 通过 证 明 

Yo 十 侍 一 人 WEB twt+(i—i)y ET 

便 能 够 使 Bs 成 立 ， 事 实 上 , 由 题 设 8 是 凸 的 , 根据 定义 可 得 
到 
44 对 所 有 zyES 和 对 所 有 0<t<l 有 如 十 (1 一 让 y 
ES. . | 

将 这 个 命题 特殊 化 到 2, y 和 六 上 得 到 

tw'+(1-t)y ES 
类 似 的 讨论 可 得 到 : 
tw +(t-t yy ET 

这 就 完成 了 证 明 . , 

证 明 为 了 证 明 &n7 是 器 集合 ， 令 wy ESNT 以 及 
0<#<1 ”将 证 明 和 

tw'+ (1)y ESNT 
由 假设 5S 是 凸 集 合 , 得 到 
i tw + (ly ES 

同样 也 可 得 到 
tot+(i- yy ET 
由 此 tw +i-iNy ESNT 
所 以 SNT 是 凸 集 合 .，/ 
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7.5 证 明 概要 在 结论 中 出 现 量词 < 对 所 有 的 "名 示 用 
选择 法 ， 选 择 一 个 实数 之 0, 证 明 函 数 %y 是 凸 的 , 相应 的 抽 
象 问题 是 “怎样 才能 证 明 一 个 函 数 ( 邮 s 及 是 凸 的 ?2 利用 在 习 
题 5.1(f) 中 的 定义 ,回答 是 证 明 

BJ， 对 所 有 实数 和 ,以 及 所 有 满足 0<t<1 的 上 有， 

sf lvt (LDY) Si fo) + (1 -Df (Y). 

在 倒 推 过 程 中 出 现 量词 “对 所 有 的 ”提示 使 用 选择 法 , 选择 实 
数 z/ 和 以 及 0<#<1, 对 于 它们 证 明 

Bs sfliw + (IH) ts fo) + (Lt) (y) 
由 假设 了 是 凸 函数 进行 顺 推 可 得 到 所 要 结果 ， 根据 习题 5.1 
《用 中 的 定义 , 我 们 知道 

44， 对 所 有 实数 2 和 yy, 以 及 对 所 有 0<t<1 有 

f(tot+ (1—t)y) <tf (2) + (1 -fy) 

将 这 个 命题 特殊 化 到 2, gy 和 # 上 (注意 0<t<1), 得 到 

As: fw + EV) TIFY) 
在 4。 的 不 等 式 两 边 乘 以 非 负数 % 得 到 所 希望 的 命题 Bs 于 
是 证 明 完 成. 

证 明 为 了 证 明 sf 是 让 的 , 令 w 和 yy 为 实数 ,又 令 0< 
t 必 1, 将 证 明 

sw +L-t yy S80) + (1—t)s fy) 
因为 假设 了 是 凸 的 ,根据 定义 有 
f(a t+ (1) Hf) + 1 ) 

用 非 负数 * 乘 这 个 不 等 式 的 两 边 就 得 到 所 希望 的 结果 ，/ 

7.6 证 明 概 要 顺 推 - 倒 推 法 提出 抽象 问题 “怎样 才能 
证 明 一 个 集合 ( 即 O) 是 凸 的 ?运用 习题 5.1(e) 中 的 定义 , 回 
管 是 证 明 | 

成 :对 所 有 的 四 zEO 及 对 所 有 0<i<1, 有 

tw (1— Dz2EO 
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倒 推 过 程 中 出 现 党 词 “对 所 有 的 ”提示 用 竟 择 法 , 选择 zx/E 
O, 0<tYy<z 利用 这 些 信息 和 假设 来 证 明 ， 
了 to 十 (一 区 YEO 
， 这 需要 证 明 zol+ (一 约 y 满足 0 的 规定 性 质 ， 即 证 明 
‘Bs: ftw + (it) <y 人 
转 到 顺 推 过 程 ， 由 是 该 了 是 一个 四 冰雪 RS 1(1) 
中 的 定义 有 
4， 对 所 有 的 和 必 有 对 所 用 0<t<1, 有 
< 太 (o) 寺 (1 一 FD 
顺 推 过 程 中 出 现 量词 “对 所 有 的 ”将 使 用 特殊 化 法 将 生 特 
殊 化 到 ,xz' 入 上 (注意 0<# <1), 得 到 
As ft + (i) He2) + (Lt) 
最 后 , 为 了 得 到 Bu 我 们 利用 w 和 zEO 这 个 事实 , 也 就 是 它 
们 满足 O 的 规定 性 质 ,于 是 了 2) <y, f(z) <y, 所 以 , 由 4a 
有 
fo + (lt Hf) + (1—t)f (2) 
$Y+ (1-t)y=y 
可 见 Bs 是 真 的 , 证 明 完成 . 

证 明 为 了 证 明 O 是 此 的 , 令 必 2 EO， 以 及 满足 0 
<#<1, 所 以 1(w) <y, f(z) <y， 由 假设 是 凸 甫 数 ,所 以 
fy + (Lt HW) + 1-H (2) 

<Vy+ -y=Y 
因此 ,tw 十 (1~- 区 E00, .1 
7.7 证 明 概要 - 顺 推 -个 推 法 提出 抽象 问题 “怎样 才能 
证 明 一 个 数 ( 即 1) 是 一 个 集合 ( 即 8) 的 最 小 上 四 7" 返 朋 习题 
5.1(d) 中 的 定义 ,图 答 是 证 明 ， ， 
BJ， 是 集合 8 的 二 个 上 界 ， 并且 对 于 所 有 s>0， 存 在 
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%Es, 使 得 4>>1 一 8g. 

为 了 证 明 以 的 馆 一 部 分 如 志和 
能 证 明 一 个 数 ( 即 人 是 一 
5.1(6) 中 的 定义 ,回答 是 证 六 

及 ， 对 所 有 的 2E8, 有 w<1. 
向 措 过 程 中 出 现 量词 “对 所 有 的 ”， 应 该 用 选择 法 ， 选 择 信 中 
的 一 个 元 素 w 对 它 证 明 

Bs: ve1. 
为 了 建立 杞 ,我 们 现在 利用 wE 8 的 事实 , 为 此 , 注意 到 能 
够 被 写成 以 下 形式 

有- { 实 数 w， 存在 整数 w>2, 使得 2 一 1 一 荆 } 


全 提出 抽象 问题 “怎样 才 
合 ( 即 总) 的 上 界 ?” 再 运用 习题 


因为 xE 8, 所 以 存在 一 个 整数 w>2, 使 w 一 1 一 二， 由 于 > 
2,0 一 1 一 二 <1, 这样 Ba 是 真 的 . 


回 到 Bi, 我 们 还 要 证 明 

Bs， 对 所 有 *> 0 存在 <E 5, 使 得 w>1-8. 
再 利用 侈 择 法 进 择 一 个 8>0, 对 于 这 个 。 必 须 证 明 

Bas， 存在 wEAS, 使 得 w>1 一 s， 
再 适用 顺 扒 过 程 , 只 要 求 出 一 个 大 于 等 于 2 的 整数 % 并 且 1 
-去 >1 一 8 就 能 够 构造 出 所 要 求 的 wE 8 因为 可 令 2 一 1 


工 ， 所 要 求 的 大 于 等 于 3 的 整数 可 以 是 任何 一 个 大 于 等 于 2 


及 大 于 工 的 ,因为 对 这 样 的 4 必 有 1 一 二 >1-8， 于 是 证 明 


完成 . wi 
证 明 为 了 证 明明 的 上 界 , 令 wES, 则 存在 整数 


>2, 使 得 w=1 一 站 ,由 此 2<1， 因 而 1 是 训 的 上 界 ， 为 
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完成 这 个 证 明 , 令 se>0， 应 该 在 尽 中 构造 一 个 元 素 o 使 o> 
1 一 s 这 只 要 令 > 二 ,mn>>2 就 有 a=1- 革 满足 ao>1-a. 7 
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8.1 (a) 假设 3 mm 和 % 是 三 人 并 县 
整除 玉 二 2 二 2 十 二 
(b) 假设 : 矩阵 天 是非 奇异 的 ， 并 且 用 的 行 向 量 组 是 
比 性 相关 的 . 2 
“ (0) 假设， 了 和 9 是 两 个 函数 ， 使 得 9> 九 了 没有 上 界 ， 
9 有 上 界 . a | 
8.2 (8) 素数 的 个 数 不 是 有 限 的 . 
(b) 某 些 实数 组 成 的 集合 咏 不 是 有 界 的 . 
(0) 正 整 数 p 不 能 被 不 是 1 和 pp 的 正 整 数 整 除 . 
(d) 直线 1 和 直线 了 不 相交 ， 
(e) 实数 4% 不 大 于 等 于 65. 
8.3 证明 概要 ”为 了 使 用 矛盾 法 ,我们 假设 ， 
4: nn 是 一 个 整数 ,并 且 mw 是 偶数 . 
非 Bw 不 是 偶数 , 即 % 是 奇数 . 
由 这 些 假设 出 发 作 顺 推 , 用 奇数 的 定义 来 推出 mw 是 奇数 的 矛 
盾 . 因为 存在 整数 使 得 n=2k 十 1, 于 是 
n= 2h 十 1)3=4%2 十 4k 十 1 一 2(2p3 十 28) 十 I 
这 就 有 m=*2p 二 1， 此 处 ,p 一 2 如 二 2， 由 此 w? 是 奇数 ;这 全 
矛盾 断定 了 所 证 的 结论 是 成 立 的 . 
证 蛤 ， 假设 结论 不 成 立 ， 史 是 偶数 而 对 是 奇数 ， 则 存在 
加 激 思 ， 使 得 n=26 十 1, 由 此 
| (2% 十 1)3 一 4 十 48 直 T=2(282 二 2) 十 二 
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从 而 迪 是 奇数 , 这 与 假设 矛盾 ，/ 

8.4 证 明 概要 ”假设 存在 一 个 图, 它 有 一 个 弦 的 长 大 了 
它 的 直径 长 ,从 这 个 假设 入 手 ,并 利用 圆 的 性 质 来 推出 一 个 矛 
盾 . c 

令 40 是 这 个 圆 的 一 条 纹 ， 它 的 长 大 
于 这 个 圆 的 直径 长 ， 青 令 4B 是 这 个 癌 的 
直径 ， 这 个 作 图 是 正确 的 , 根据 定义 ,直径 
是 通过 圆心 端点 在 圆周 上 的 直线 段 。 因 为 4OB 是 90"( 它 
是 半圆 上 的 一 个 角 ), 所 以 三 角形 4BO 是 直角 三 角形 ,4B 是 
它 的 斜 边 ， 但 是 直角 三 角形 的 斜 边 不 可 能 比 它 的 另 一 边 短 ， 
于 是 得 到 矛盾 . 

证 明 假设 存在 一 个 回 , 它 有 一 条 弦 的 长 大 于 直径 长 ,不 
妨 设 弦 为 40， 我们 作 一 条 直径 ， 使 它 的 一 个 端点 与 弦 的 一 
个 端点 4 重合 , 如 果 我 们 联 上 另外 的 两 个 端点 , 那么 就 得 到 一 
个 以 直径 4B 为 斜 边 的 直角 三 角形 , 所 以 4B>AO， 这 与 我 
们 所 作 的 假设 矛盾 ，/ 

8.5 ”证明 概要 当 使 用 矛盾 法 时 , 我 们 假设 直线 石和 
都 与 同 平面 内 的 第 三 条 直线 i 垂直 , 但 它们 不 平行 。 进行 顺 
推 , 我 们 便 断 定 它们 相交 ,所 以 三 条 直线 国 , 和 1 组 成 一 个 


三 角形 . 因为 三 角形 的 三 内 角 和 是 180°， 

这 里 有 两 个 角 是 99"， 所 以 ， 第 三 个 角 只 1 站 ~~ 

能 是 0"， 这 就 得 出 了 矛盾 , 5 
证 明 “假设 五 和 为 不 平行 , 并 且 它们 

都 与 同一 直线 1 路 直 ， 所 以 如 与 如一 定 相交 ,组 成 一 个 三 角 

形 , 其 中 有 两 个 角 是 99。， 因 为 三 角形 的 三 内 角 和 为 180°, 所 

以 我 们 得 到 第 三 个 角 为 0 的 结论 ， 这 是 一 个 矛盾 ， 7 
8.6 证 明 概要 ”为 了 使 用 矛盾 法 ,假设 不 存在 朋友 数 相 

同 的 人 , 也 就 是 所 有 人 的 朋友 数 都 不 同 ， 由 于 有 % 个 人 ,他 们 
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的 朋 友 数 都 不 同 ， 我 们 可 以 按 朋 友 数 递增 的 顺序 列 出 每 一 个 
人 ,， 换 名 话说 
第 工人 没有 朋友 
第 2 个 人 有 1 个 朋友 
第 8 个 人 有 2 个 朋友 
: 第 % 个 人 有 mw 一 1 个 朋友 . 
这 列 在 最 后 的 人 将 是 另外 m% 一 1 个 人 的 朋友 , 包括 没有 朋友 的 
第 1 个 人 ， 这 就 推出 了 矛盾 +. 
证 明 “假设 结论 不 成 立 , 即 没 有 朋友 数 相同 的 人 ,对 团体 
中 的 每 个 人 可 以 用 以 下 方法 编号 . 
第 1 个 人 没有 朋友 
:第 2 个 人 有 1 个 朋 发 
第 3 个 人 有 32 个 朋友 
第 % 个 人 有 w 一 1 个 朋友 . : 
由 此 有 m1 人 得 册 矛 
大: / : 1 
i TO i \ 
了 ) 严格 地 说 ,证 明 机 要 外 “换血 话说 ?之 后 应 收成 :" 
:第 工 个 人 有 了 个 朋友 
第 2 个 人 有 加 个 朋友 
第 个 人 有 各 个 朋友 ， 
其 中 ho, … 加 是 大 负 台 数 ,并 且 有 
有 < 
当 加 一 0 时 ,hn 一 1 这 列 在 最 后 的 人 至少 是 另外 n 一 1 个 人 的 朋友 ,包括 没有 
朋友 的 第 工 个 人 。. 放 就 推出 了 矛盾 ， 当 #>9 醒 ,加 > 四 这 列 在 最 后 的 人 至 少 有 
名 个 朋 发 ,但 团体 中 最 多 只 有 一 个 人 是 他 的 朋友 。 这 也 推出 了 政 盾 ， 
”下 面 的 证 明 也 应 作 类 似 的 修改 ， , 
一 译 者 
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8,7 证 明 概 要 ”用 矛盾 活 ， 假 设 存在 三 个 相 邻 的 整 滋 
2 一 mw 和 mw 十 1， 使 得 最 大 一 个 数 的 立方 等 于 其 余 两 个 数 的 
立方 和 . 通过 证 明 没 有 整数 满足 这 个 方程 ,我们 能 够 得 到 一 
个 了 矛盾。 明确 地 说 ,我 们 有 
(n—1)s+n= (nt+1)? 


姑 mnt+Bn—i+m = 8m2 二 83n 二 1 
即 mw—6n—2=0 
即 n(n—6) 一 2 


但 是 ,对 于 mw<6, 有 (mn 一 6) <0, 而 对 于 mw>6, 有 van 一 6) 
>2， 所 以 不 存在 整数 使 只 m 一 6) 一 2. 

证 明 假设 % 一 4, n 和 ntl 是 三 个 相 邻 的 整数 ,使 得 (n 
—1)3+nm= (nt+1)s 
那么 nm 一 8m 二 38n 一 ] 十 WW 一 Ww 十 3m? 十 8n 十 1 
即 ma 一 6n2 一 2 
央 ma(n 一 6) 一 2 
但 是 ,对 于 m 和 6, 有 wm -6) 入 0， 对 于 m>6， 有 ma(m 一 6) > 
2， 所 以 不 存在 焉 数 中 使 吕 (n 一 6) 一 2，/ 

8.8 证 明 概 要 ”用 矛盾 法 ,假设 素数 个 数 是 有 限 的 , 那 
么 有 一 个 素数 比 另 外 雇 有 的 素数 都 大 , 令 % 是 这 样 的 素数 , 海 
碟 %! 十 1, 再 令 p 是 能 够 整除 m1 十 1 的 任意 素数 , 将 通过 证 明 
p<n 和 p>n 来 得 到 一 个 矛盾 . 

因为 % 是 最 大 的 穴 数 , 记 以 p<n， 又 因为 p 是 素数 ,Pp 夫 
1， 所 以 由 整除 m1 十 1， 可 以 证 明 关 2,…, Pp 到 w, 从 而 得 到 
0>m9， 事 实 上 上， 当 ml!+T 被 2 除 时 ， 余 数 是 二 因为 m!1 十 I 一 
n(n—1) (2) (1)+1, 

间 样 , 当 n!1 十 1 被 7 除 时 红 <r<%), 余 数 也 是 1， 由 此 

nil+i nl 1 


es 
7 7 7 


所 以 w!1+1 没 有 在 1 和 久之 间 (包括 mn) 的 素 因 子 , 但 是 假设 
它 有 素 因子 p, 所 以 应 有 2>w 这 与 假设 % 是 最 大 的 素数 相 矛 
盾 . 

证 明 ”假设 结论 不 成 立 , 素数 的 个 数 是 有 限 的 。 令 % 是 
最 大 的 素数 , 第 么 w! 十 1 不 是 索 数 , 因为 mn! 十 1>n， 所 以 nl 
”十 1 有 一 个 素数 因子 p 小 于 或 等 于 n, 但 是 pl, w%1+I 不 能 
被 2 到 ?的 任何 一 个 数 整除 ， 所 以 2>%。， 因此, 我们 推出 一 
个 矛盾 ，/ 

8.9 (a) 使 用 构造 法 ， 构造 一 个 元 素 3E8， 证 明 
3 在 人 中. 

(b) 按 以 下 顺序 使 用 选择 法 和 矛盾 法 ， 在 5S 中 选择 
8', 断定 在 T 中 不 存在 ， 富 得 8 >t 为 了 得 到 这 个 结论 ,使 
用 矛 振 法 .假设 有 一 个 iET, 使 得 8> 纪 然后 推出 一 个 矛盾 . 

(0) 使 用 矛盾 法 ， 假 设 存在 一 个 用 >0, 使 得 对 所 有 wE 
s, 都 有 |z| 二 ,再 推出 一 个 矛盾， 
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9.1 (a) 着 手 进行 顺 推 的 命题 ， ”是 奇数 ， 
应 该 推出 的 命题 ，m? 是 奇数 . 
(b) 着 手 进行 顺 推 的 命题 ，&8 是 对 的 一 个 子 集 合 , 四 
有 界 的 。 ” 
应 该 推出 的 命题 ，S 是 有 界 的 . 
(e) 着 手 进行 顺 挫 的 命题 ，j(o) =f(y). 
应 该 推出 的 命题 :一 y. 
(a) 着 手 进行 顺 推 的 命题 ， 和 矩阵 MK 的 行 向 量 是 线性 相 
关 的 . 
应 该 推出 的 命题 :3 是 奇异 的 ， 
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9.2 命题 (b) 是 顺 扒 过 程 的 一 个 结果 ， 因 为 假设 是 在 0 
与 衬 之 闻 存 在 一 个 实数 使 得 sint=r cost。 将 上 式 两 边 平 
方 ,就 得 到 (b). 

9.3 用 换 质 位 法 时 ,我 们 应 该 从 非 B 着 手 进行 顺 推 , 并 
从 非 4 进行 便 推 , | 

(a) 不 正确 ， 因为 抽象 过 程 不 能 应 用 在 非 B 上。 这 个 
抽象 问题 也 出 现 了 所 给 题目 的 特殊 符号 . 

(b) 不 正确 ， 因 为 抽象 问题 中 出 现 了 所 给 题目 的 特殊 符 
号 . 

(0) 不 正确 ， 因 为 抽象 过 程 不 能 应 用 在 非 B 上 ， 

(d) 正确 . 

9.4 证 明 概要 ”用 换 质 位 法 ， 假设 方程 号 +n 一 c=0 有 
奇数 解 ,不 妨 设 为 m， 必 须 证 明 6 不 是 奇数 , 即 。 是 偶数 ， 但 
是 ， 由 m 满 足 这 个 方程 能 够 得 到 cm 十 m3， 为 了 证 明 。 是 
一 个 偶数 ,注意 到 四 是 奇数 , 从 而 m? 也 是 奇数 (见习 题 3.5)， 
所 以 ec 一 mm 十 m2 一 奇数 十 奇数 一 偶数 ， 证 明 完 成 . 

证 明 ”假设 方程 2+m 一 c=0 有 一 个 奇数 解 ， 不 妨 设 为 
m, 将 证 明 o 不 是 奇数 ， 但 是 e 一 色 十 ma, 由 于 吧 是 奇数 ， 人 十 
ma 是 偶数, 所 以 。 是 偶数 ，/ 

9.5 ”证明 概 要 ”在 结论 中 出 现 量词 “对 所 有 的 ”提示 使 
用 选择 法 ， 屠 择 实数 和 ,并 且 %*y, 对 于 它们 必须 证 明 

Bi f (2)*f(Y) 

也 是 熟悉 命题 的 否定 , 提示 要 用 矛盾 法 或 换 质 位 法 ， 这 里 采 
用 换 质 位 法 ， 假 定 f(z) = 了 (y), 必须 证 明 2 一 y， 为 了 得 到 所 
希望 的 结论 ， 从 了 (wm) 了 () 进 行 顺 推 ， 即 从 m2 二 b=my 寺 5 
进行 顺 扒 ,将 等 式 的 两 边 都 减 去 my 十 5, 得 到 

(一 幼 一 0 
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凯 是 设 m 天 0, 由 此 可 得 
: 3 . %-y=—0 
所 以 w 一 外 
证 明 假设 "和 9% 都 是 实数 , 并 且 f(%) 一 了 (办 ,征明 
53-y， 但 是 由 f(z) 二 的 可 得 mzTB 一 oo 十 2 或 者 Wi 一 
幼 一 0， 由 题 设 m 关 0, 得 到 所 要 求 的 结论 rz-y、 人 … 
-9.6 证 明 概要 用 换 质 位 法 ， 假 设 四 边 形 BSTU 不 是 
撼 形 ， 必 须 证 明 它 有 一 个 角 为 钝 角 ， 出现 了 量词 “存在 ”( 即 
“省 ”) 提 示 我 们 转 到 顺 推 过 程 去 产生 所 希望 的 钝 角 . 
顺 推 下 去 , 能 断定 四 边 形 至 少 有 一 个 角 不 是 90"，, 不 妨 设 
这 个 角 是 和, 如 时 RB 大 于 -90°, 那么 于 就 是 所 希望 的 角 ， 
否则 , 和 RR 比 90° 小 ,就 意味 着 四 边 形 镜 下 的 角 加 起 来 一 定 大 
于 270°( 因 为 BSTU 的 所 有 角 的 和 是 360")， 在 和 大 于 270。 
的 三 个 角 中 ， 一 定 有 一 个 大 于 90"， 那么 这 个 角 就 是 所 希望 
的 钝 角 ， 
证 明 ， 假设 四 边 形 BRSTU 不 是 矩形 ， 因 此 ， 它 的 四 个 角 
中 必 有 一 个 设 为 ZB 不 是 90°, 于 是 将 找到 一 个 印 角 ， 如 果 
R 大 于 90°, 那么 它 就 是 所 希望 的 角 , 否则 , 这 剩 下 的 三 个 角 
” 加 起 来 大 于 270°, 所 该 这 剩 下 的 三 个 解 中 的 一 个 是 钝 角 ,，/ 


。 10.1 (a) 设 f(o) 是 函数 ，w* 是 实数 ， 如 果 存在 一 个 
实数 s， 使 得 fw)>>f(w"), 那么 实数 不 是 函数 了 的 最 大 
信和 点 : 
(9 设 了 和 了 古音 变节 函数 ， 局 是 某 些 实数 组 成 的 集合 ， 
如 果 在 S 中 存在 一 个 元 素 w 全 得 5 加 <f()， 那么 在 集合 
S 上 不 是 gf 
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(e) 设 5 是 菜 些 实数 组 成 的 集合 ,ww 是 实数 ,加 尼 在 二 
看 在 一 个 元 来 w, 信 得 z>w, 那么 实数 ww 不 是 集合 8S 的 生 界 ， 

《dy》 如 办 公 不 是 某 些 实数 纽 成 的 集合 咏 的 上 界 , 或 者 存 
i 8 祈 0, 使 得 对 所 有 2E8S 有 w<u 一 8， 那么 避 纵 名 
合 S 的 一 个 最 小 工 界 . 

ce) 如 星 在 某 些 实数 纽 成 的 集合 O 中 二: 在 2%, y, 并 皇 存 
在 St 0<t<1, 使 得 如 二 人 一 力 y 不 是 O 中 的 元 素 ， 汗 各 


和 集合 Q 不 上 


ftwt (1—t)) > (re) + (1 -ty) 


那么 单 变 量 函 数 .不是 凸 的 . 

(g) 如 果 存 在 实数 s>0, 使 得 对 所 有 的 实数 85>0, 都 在 
在 y, Y 具有 性质 
变 


2 一 引 <<9, 使 得 /Ge) 一 GO)|>s， 那 么 音 
:两 数 了 在 点 ”处 不 连续 ， 
人 ) 设 ww 中， wz9… 是 实数 ， 如 果 存 在 一 个 实数 s>0， 

束 狼 及 存在 一 个 整数 b> 使 得 [2 一 z|>s， 那 
人 么 数列 2 ,29.… 不 收 化 于 w 

10.2 (a) 5 中 不 存在 元 素 w 使 得 2 不 让 人 中 ， 

(b) 对 于 每 一 个 在 0 与 吾 之 间 的 角 t， 使 得 sin i 尖 cost 
是 不 真 的 . 

(6) 不 存在 一 个 “ 事 匆 ”具有 “ 茶 种 性 质 ”?， 合 得 “ 某 件 囊 

(d) 对 每 一 个 具有 某 种 性 质 的 “事物 ”“ 某 件 事情 ?不仅 
生 , 这 不 共 相 的 . 

10.3 Ga) 假设 存在 一 个 整数 n>4, 合 得 n1<<2. 

Cb) 假设 是 ，4, 非 B8 并 且 非 0. 

(e) 假设 是 ，4, 非 8 或 首 非 0. 
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{d) 假设 了 是 一 个 单 变量 是 函数 ，w*' 是 一 个 实数 ， 存 在 
一 个 实数 8>0， 使 得 对 所 有 具有 性质 |2 一 必 | <5 的 实数 
有 

f(0)>f 0") 
再 假设 存在 一 个 实数 % 使 得 f(y) <<f(w"”). 
10.4 (a) 从 下 面 命题 出 发 顺 推 ， ( 非 已 并 且 ( 非 0)， 
”从 下 面 命题 出 发 倒 推 ， 非 4. 
(b) 从 下 面 命题 出 发 顾 推 ，( 非 3) 或 者 ( 非 0). 
”从 下 面 命 题 出 发 倒 推 ， 非 4， 

(0) 从 下 面 命题 出 发 腊 推 ，mm 不 被 4 整除 , 并 且 % 被 4 
整除 . : 

从 下 面 命题 出 发 倒 推 ，n 是 奇数 ,或 者 m 是 侦 数 . 

10.5 证 明 概要 ”用 矛盾 法 时 ,假设 2>0, y>0,w 十 y 一 
0, 并 且 假 设 * 关 0 或 者 % 0、 首先 假设 w 关 0, 因而 从 o 之 0 一 
定 有 >>0， 通 过 证 明 Y<0， 而 得 到 与 Y>>0 相 乞 导 ， 明 确 地 
说 ,因为 z+y=0, 所 以 y= 一 2， 但 是 ,一 25<0， 从 而 得 到 了 一 
个 矛盾 .类 似 地 ,假设 yx*0 也 得 到 矛盾 . 

证 明 假设 ">>0, y>>0, zy 一 0, 并 且 w 灾 0 或 者 yz*0. 
如 果 “六 0, 那么 xz>0 和 且 y= 一 %<<0, 但 是 这 与 90 相 矛 盾 ， 
类 似 地 如 果 9 关 0, 那么 y>0, 且 2% 一 -9<0,， 这 与 wz>0 相 矛 
盾 . J/ 


11 
入 .1 证 明 概要 使 用 第 一 种 唯一 性 法 ， 这 里 必须 首先 
构造 实数 y:， 而 这 已 经 在 习题 5.7 中 作 过 了 ， 剩 下 的 是 假设 


i 2 2 
Y 和 % 是 两 个 实数 ,并且 y<0, 2<0, o 一 了 2 一 了 7 
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乙 凡 性 洗 


一 s， 且 你 地 说 , 令 
2y 22 


14g 十 十 和 
则 4 十 WU 一 % 十 2Z 
两 边 都 减 去 yz, 就 得 到 所 希望 的 结果 , 即 
Y= 
证 明 在 习题 5.7 中 已 断定 实数 y 的 存在 ， 只 证 9 是 唯 
22 


一 的 假 a 
的 ， 假设 y 和 z 满足 y<0, 2<0, % 王 十 9， 1+% ,于 
是 


Wy 


1+y 地 
所 以 y+yz~z 十 yz, 或 者 yz， 这 就 是 所 要 求证 的 。/ 
11.2 证 明 概 避 ”依照 第 二 种 唯一 性 法 ， 我 们 必须 首先 
构造 一 个 实数 w, 使 得 mw 十 5=0， 因 为 已 假设 m0, 所 以 


b | 
mo 上 3 由 ( 一 台 )+D 一 5240-0 
所 求 的 = 便 是 一 之 . 

为 了 证 明 唯一 性 ， 假 设 = 和 4 满 足 ma 十 5 一 0 和 mg 上 
一 0， 并 且 owy， 通 过 证 明 mm 一 0 可 得 到 一 个 矛盾 。 说 得 详 
细 一 点 , 因为 mw+5~0 一 my 十 5 所 以 mw 一 仿 ~ 0 两边 除 
以 非 夫 数 = 一 少 就 得 到 mm 一 0， 

证 明 构造 一 个 数 w 使 得 ma 十 5 一 0, 令 v- -二 和 (注意 : 


m 关 0), 那么 
A 
mm 
现在 假设 yw, 且 满 是 my 十 ?=0， 那 么 ,mw 十 $=my 十 
5 所 以 mlw 一 y) ~0， 但 因为 2 一 y 丈 0, 所 以 有 mm 一 0， 这 与 
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mot+b=m ( )+5~0 


但 设 只 关 0 矛盾， 
11.3 证 明 概要 ”首先 证 明 存 在 性 ， 方 移 造 所 需要 的 


复 效 c 十 码 , 使 它 满足 

(十 1)(e 十 号) =1 
ee EN 
人 2 pp mo 


(注意 ， 分 母 不 为 0, 因为 已 假设 4 或 5 至 少 有 一 个 不 为 0. ) 
则 有 
(g+bi) (c+ad) =ac—bad+ (bet+ad)s 
at 
@2-+02 


下 面 证 明 唯一 性 ， 假设 ce 十 记 是 另 一 个 复数 ， 也 满足 (& 
+b 从 (e+ 有 6) 一 1， 要 证 
cto=etfi 
用 e+ 户 弱 上 面 等 式 的 两 边 ,得 到 
(e+fi (a+bi) (eta =etfo (1) 
因为 (C+f2) (gc 十 1) =1, 所 以 cdi=e+. 
证 明 因为 w， A nd 可 
以 构造 一 个 复数 ，c 十 0%, 其 中 c= 一 zxg TT dQ 一 一 一 一 了 i 那么 
(atbi) (ectoad) =ac—badt+ (betad)i=1 
下 面 证 唯一 性 .假设 e 士 广 也 满足 
(g+b6) (et+fi) =1 
两 边 乘 以 e 十 广 , 得 到 
(e+fi) (gt+bi) (c+) 一 (e 十 方 ) 
所 以 十 形 一 6 十 广 ， 唯 一 性 得 证 ， 尹 
11.4 优点 ， 可 以 从 三 个 命题 , 就 是 4， 非 如 和 非 0 由 
发 硕 推 ， 若 用 互 斥 法 , 只 能 从 二 个 命题 出 发 硕 推 . 
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馈 点 ， 不 能 进行 倒 挫 ,因为 不 知道 将 得 到 什么 样 的 齐 后 . 
车 用 互 斥 法 ,可 以 从 命题 BB 或 O 着 手 进行 倒 推 . 

11.5 证 明 概 要 ”用 互 斥 法 ， 我 们 假设 见 是 偶数 ， 人 是 
奇数 , 并且 和 整除 mw, 得 到 和 整除 om 的 结论 . 

进行 例 扒 时 提出 抽象 问题 “怎样 才能 证 明 一 个 整数 ( 即 
4) 整 除 另 一 个 整数 ( 即 mm)?” 用 定义 来 回答 是 必须 证 明 存在 
一 个 整数 ,使 得 mm 一 他. 

转向 顺 推 ,我 们 必须 构造 这 样 的 如 因为 m 是 奇数 ,存在 
整数 7 使 得 w=2j 十 1， 因为 人 整除 %, 存在 整数 2, 使 得 mw 一 
4p, 由 此 

mm= (2j+1)(4p) =4(2jp+p) 

所 构造 的 应该 是 4%=2jp 十 p. 

证 明 假设 % 是 偶数 , m 为 奇数 , 并 且 4 整除 mw 要 证 明 
4 整除 mm, 即 证 明 存在 一 个 整数 ,使 得 mm 一 4， 但 因为 m2 
是 奇数 , 存在 一 个 整数 j 使 得 m 一 2j 十 14， 因为 4 整除 n, 存 
在 一 个 整数 p, 全 得 m 一 各， 这 样 一 来 就 有 

mn= (2j+1)(4p) =4(2jp+p) 
所 以 所 和 需要 的 整数 是 =2jp+p. 证 明 完 毕 . / 
. 注意 ， 这 个 证 明 还 可 以 这 样 做 ， 假 设 % 是 偶数 ，m 是 奇 
数 ,并 且 4 不 整除 mm, 来 推出 4 不 整除 nn. 

11.6 (a) 如 果 2 为 实数 , 并且 满足 2 十 822 一 92 一 27 之 
0, 那么 w< 一 3, 或 者 2 之 8. 

(b) 证 盟 概 要 ”根据 互 斥 法 ,我们 可 设 zw* 十 3m 一 9w 一 27 
之 0, 并 且 2> 一 3, 从 而 证 明 mw 之 8， 因为 

好 十 8o2 -9o -27= (4—8) (2%+8)>0 

而 w> -8，(z 十 9)2 是 正 数 ， 所 以 “一 83>>0, 即 2 之 3. 

证 明 设 中 +3oa 一 9p 一 27>>0, 并 且 @w> 一 3, 那么 

w+ 9 27 一 (2 一 8) (十 3)320 


"143 。 


由 于 z> 一 3， 《co 十 3)2 是 正 的 ,所 以 zx 一 8>0, 即 zc>>8，] 

(0) 假设 2<3, 证 明 w< 一 3, 其 余 的 类 似 于 (b) 

11.7 (a) 对 S 中 所 有 元 素 s( 即 sES) 有 s<z. 

(b) 在 5 中 存在 元 素 s, 使 得 s>z. 

(0) 存在 一 个 ww 具有 性 质 we 和 六 z>0, 估 得 cz<w. 

(d) 存在 一 个 由 具有 性 质 oz 之 6, 2z>0, 使 得 cw 之 

(e) 对 所 有 适合 bp<w<oe 的 有 azv。 

人) 对 所 有 适合 o<w<6 的 wv, 有 Dw<u 

芽 .8 证 明 概要 用 极 大 - 极 小 法 ,将 结论 转化 成 与 之 等 
价 的 有 量词 的 命题 B. 

了 B， 对 所 有 sES, 有 如. 

在 倒 推 过 程 中 ,出 现 景 词 “ 对 所 有 的 ”提示 使 用 选择 法 ， 
选择 ES, 对 于 这 个 8 证 明 

有 1， 

。 通过 进行 硕 推 和 用 特殊 化 法 可 以 得 到 记 能 要 的 结论 ， 详 

细 地 说 ,因为 S 是 了 的 一 个 子 集合 ,推出 

41， 对 所 有 sES, 有 sET. 

将 4i 特殊 化 到 s 一 s 上 (s ES8), 则 8ET， 根 据 假设 有 

4 对 全 中 所 有 的 尹 有 这 如 

月 将 43 特殊 化 到 t=s 上 (s%E2)， 就 有 YY 之 如 证 明 完 
成 . 

证 明 ”为 了 得 到 结论 , 令 E8, 要 证 明 s > 如 ， 由 假设 8 
是 集合 了 的 子 集合 , 所 以 有 s' ET. 于 是 , 再 由 假设 就 得 到 8 
>t. /1 

世 .9 证 明 概要 用 极 大 - 极 小 法 将 结论 转化 为 与 之 等 
价 的 有 量词 的 命题 B. 

已 :对 所 有 适合 ow 之 5 和 ww 之 0 的 w, 所 有 适合 uo<c 和 
之 0 的 % 有 cw 之 wb. 
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酸 扒 过 程 中 出 现 量词 “对 所 有 的 ”， 提 示 选 择 适合 ww/ > 
的 w'>0。 再 选择 适合 wa<c 的 之 0， 对 于 这 样 的 wf 和 ww 
必须 证 明 cw'>w'5， 为 达到 此 目的 ,将 证 明 oz' 交 waa' 和 waw 
之 w5， 详 细 地 说 ,用 非 负数 w 乘 不 等 式 ww<e 的 两 边 , 便 得 
到 oo >wa2 ,类似 地 ,用 非 负数 w 乘 不 等 式 ao' 之 8 的 两 边 便 
得 到 waz'>>vw0， 证 明 完成 . 

证 明 为 了 得 到 所 需要 的 结论 , 令 必 >>0, 并 且 aw'>5, 又 
令 U>0, 并 且 wa<c， 那 么 waw’ 之 wb, 并且 dw'>>wav， 所 
以 ,cw' >waw' >w568， 于 是 证 明 完 成 ，// 
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12.1 (a) 换 质 位 法 或 了 矛盾 法 ， 因 为 在 结论 中 出 现 否 定 
词 . 

(b) 归纳 法 .因为 对 于 mw>>4 的 每 一 个 整数 兄 命 题 盏 是 
真 的 ， 

(0) 顺 推 - 倒 推 法 ， 因 为 了 没有 特别 的 形式 . 

(d) 最 大 -最 小 法 ， 因 为 在 B 中 出 现 词 “最 大 ”. 

(8) 唯一 性 法 .因为 是 证 明 有 且 只 有 一 条 直线 . 

(f) 了 矛盾 法 或 换 质 位 法 ， 因 为 在 结论 中 出 现 否 定 词 . 

(g) 顺 推 - 倒 推 法 ， 因 为 如 没有 特别 的 形式 . 

(h) 选择 法 ， 因 为 在 B 中 第 一 个 量词 是 “对 每 一 个 ” 

人 D 构造 法 ， 因 为 在 B 中 第 一 个 景 词 是 “存在 ”. 

12.2 (a) 使 用 归纳 法 时 ,我 们 假设 mw! >w2， n 宇 4, 并 试 
图 证 明 (me 二 11! > 十 1)3， 当 然 ,我 们 还 谈 证 明 4!>42， 

(b) 使 用 选择 法 , 我 们 选择 一 个 整数 必 ， 使 必 >> 乞 并 试 
图 证 明 (mw) 1 二 (mw >2. 

(0) 将 命题 转化 成 部 果 … 那 么 …” 的 形式 ,我 们 得 到 “如 
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果 即 是 一 个 整数 ,并 且 关 出 那么 ml"22"， 于 是 ， 我 们 假设 见 
是 大 于 等 于 4 的 整数 ,并 试图 证 明 wn! wm2?. 

“(d) 用 矛盾 法 ,我 们 假设 存在 一 个 整数 > 名 使 得 %! 气 
92, 并 试图 推出 一 个 未 慎 ， 
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